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张 振 良 ， 男 ，1945 年 4 月 生 ， 云 南 省 大 理 市 人 ， 白 族 . 云南 
省 数学 学 会 理事 ， 昆 明理 工大 学 理学 院 院 长 ， 应 用 数学 、 系 统 理 
论 硕 士 生 导师 ， 教 授 ，1968 年 毕业 于 云南 大 学 数学 系 ，1983~ 
1984 年 于 北京 师范 大 学 数学 系 进修 ，2004 年 4~ 5 J AE AKKA 
业 大 学 访问 。 多 年 来 从 事 模 糊 数学 、 察 集 代 数 和 粗糙 集 代数 的 研 
究 ， 发 表 论文 50 多 篇 ， 国 内 外 核心 刊物 30 多 篇 。 获 云南 省 自然 科 
学 三 等 奖 ， 云南 省 教育 厅 科 研 成 果 三 等 奖 ， 曾 赴 新 加 坡 、 泰 国 参 
加 国际 会 议 ， 赴 中 国 香港 、 日 本 访问 ， 开 展 学 术 交 流 与 合作 : 
30 多 年 来 ， 一 直 从 事 本 科 生 和 研究 生 数 学 教学 。 曾 编著 和 编写 专 
著 和 教材 5 本 ， 已 出 版 的 教材 中 作为 教学 改革 的 主要 材料 ， 曾 获 国 
家 级 教学 成 果 二 等 奖 


张 金玲 ， 女 ，1974 年 4 月 生 ， 湖 北 省 里 攀 市 人 人， 汉族， 宫 桃 
学 院 数 学 讲师 ，1996 年 本 科 毕 业 于 湖北 大 学 数学 系 ， 之 后 一 直 在 
ZARRA AIEA, 2000 2003 年 于 昆明 理工 大 学 理学 院 攻 读 
系统 理论 方向 理学 硕士 ， 并 以 优秀 的 毕业 论文 顺利 毕业 ， 毕 业 后 
HARRIE., 主持 了 一 项 湖北 省 教育 厅 重 点 基金 项 目 《 模糊 代 
数 与 粗糙 代数 研究 》， 公 开发 表 论文 5 篇 。 多 年 来 ， 曾 两 次 荣获 校 
级 青年 教学 竞赛 二 等 奖 ， 多 次 荣获 其 他 优秀 奖励 。 


肖 旗 梅 ， 女 ，1976 年 8 月 生 ， 湖 南 双 峰 人 ， 汉 族 . 2004 年 3 月 
昆明 理工 大 学 理学 院 系 统 理论 专业 硕士 研究 生 毕 业 、 毕业 至 今 在 
长 沙 理工 大 学 数学 与 计算 机 科学 学 院 任教 ， 期 间 主 要 担任 学 校 的 
公共 课程 高 等 数学 与 概率 统计 的 教学 和 学 生 毕 业 论 文 的 指导 工 
作 ， 参 与 概率 统计 课程 教材 的 编写 工作 和 课程 建设 工作 。 近 几 年 
发 表 论 文 多 篇 ， 一 篇 被 SCI 检 索 
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本 上 书 介 绍 了 模糊 集 、 粗 米 集 、 模 类 代数 和 粗粮 代数 方面 
的 基本 理论 。 主 要 内 容 有 :第 一 章 介 绍 模 糊 集 的 基本 理论 ; 
第 二 章 介 绍 模糊 群 与 模糊 环 ,包括 模糊 群 与 模糊 环 、 模 糊 正 
规 子 群 、 模 糊 理 起 、 模 糊 素 理想 与 模糊 极 大 理想 人 等 概念 及 性 
质 . 第 三 章 介 绍 露 群 与 模糊 察 群 ,包括 器 群 . 医 环 .模糊 帘 群 、 
模糊 圭 环 及 其 分 类 、 震 群 的 同 态 与 同 构 等 ;第 四 章 介 绍 粗 炽 
集 与 模糊 粗糙 集 的 基本 理论 ;第 五 章 介 络 粗 燥 群 与 模糊 粗 业 
群 . 半 群 中 的 粗 理想 与 模糊 粗 理想 、 粗 素 理 起 与 模糊 粗 素 理 
起 等 概念 及 性 质 ; 第 六 章 介 绍 粗 糖 环 、 粗 糙 理 起、 模糊 粗粮 环 
与 模糊 粗糙 理想 、 环 中 的 粗 素 理想 与 模糊 粗 索 理 起 、 环 中 的 
粗 板 大 理想 与 模糊 粗 极 大 理想 人 等。 

本 书 可 以 作为 数学 、 计 算 机 科学 、 信 息 科学 、 管 理科 学 等 
专业 的 研究 生 及 高 年 级 本 科 生 的 选修 课 教材 ,也 可 以 作为 研 
究 模 糊 集 理论 、 粗糙 集 理 论 、 模 糊 代 数 和 粗糙 代数 的 科技 人 
员 的 参考 书 。 


了 中 


前 


1965 年 ,美国 控制 论 专家 L. A. Zadeh 教授 创立 了 模糊 集合 论 。 模 糊 集 合 论 
作为 经 典 集合 论 的 推广 , 它 概括 了 更 加 多 样 化 的 数学 概念 的 框架 ,建立 了 能 处 理 
”模糊 现象 的 确切 的 数学 理论 ,以 拓 广 数学 基础 ,产生 了 模糊 测度 、 模 糊 拓扑 、 模 糊 
代数 ,模糊 概率 、 模 糊 规划 等 新 的 研究 方向 ,使 经 典 数学 的 若干 方向 在 更 广阔 .更 
深刻 的 意义 下 向 前 挺进 ,从 而 深化 了 人 类 对 数学 中 若干 基本 概念 的 认识 , 拓 广 了 
数学 的 应 用 范围 。 

1982 年 ,波兰 数学 家 Z. Pawlak 首先 提出 了 一 种 处 理 不 确定 性 现象 的 数学 
理论 一 一 粗糙 集 理论 。 近 年 来 该 理论 在 机 器 学 习 与 知识 发 现 、 数 据 挖 掘 ,决策 支 
持 与 分 析 .专家 系统 与 智能 控制 等 方向 有 广泛 的 应 用 。 目 前 ,粗糙 集 理论 已 成 为 
言 息 科学 最 为 活跃 的 研究 领域 之 一 。 随 着 粗糙 集 理论 研究 的 不 断 深 和 ,粗糙 集 
的 数学 结构 ,包括 代数 结构 .拓扑 结构 , 序 结构 等 的 研究 也 引起 了 数学 工作 者 的 
重视 ,在 许多 方面 已 经 取得 了 显著 的 研究 成 果 , 形 成 了 一 些 新 的 研究 方向 。 

本 书 的 目的 就 是 介绍 模糊 集 .粗糙 集 和 模糊 粗糙 集 的 基本 理论 。 介 绍 国内 
外 在 模糊 代数 和 粗糙 代数 方面 的 研究 成 果 ,主要 介绍 了 我 们 在 寡 集 代数 与 模糊 
寡 集 代数 ,以 及 粗糙 集 的 代数 结构 方面 的 研究 成 果 ,期 望 为 从 事 模糊 集 HUBS $Ë , 
模糊 代数 和 粗糙 集 理论 研究 的 学 者 及 研究 生 进 入 这 一 领域 提供 捷径 。 

本 书 在 写作 过 程 中 ,参考 了 罗 承 忠 教 授 的 《模糊 集 引 论 》, 张 文 修 教授 的 《 模 
糊 数学 引 论 》 及 《粗糙 集 理论 与 方法 》, 马 骏 良 与 于 纯 海 教授 的 《模糊 代数 选 论 》 
等 著作 。 在 介绍 客 群 与 模糊 窜 群 等 最 新 研究 成 果 时 ,参考 了 李 洪 兴 教 授 , 罗 承 忠 
教授 的 研究 成 果 。 在 写作 第 三 章 、 第 四 章 、 第 五 章 、 第 六 章 时 引用 了 我 的 学 生 扬 
REALE KEL . 郭 庆 、 张 晓 莉 . 肖 旗 梅 . 赵 晓 艳 .高 井 贵 . 郭 海 刚 、 孔 平 E 
HE BE tam SERE RER ERRE . 李 红 杰 ` 曾 亦 洁 等 的 部 分 研究 成 果 。 本 书写 作 
过 程 中 始终 得 到 了 北京 师范 大 学 李 洪 兴 教 授 ,哈尔滨 工业 大 学 吴 从 煌 教授 ,武汉 
大 学 胡 宝 清 教 授 等 的 大 力 支持 , 借 此 机 会 ,表示 衷心 感谢 。 
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鉴于 我 们 从 事 该 领域 研究 的 时 间 不 长 ,加 之 我 们 自身 的 学 识 和 水 平 有 限 , 书 
中 错误 和 不 妥 之 处 在 所 难免 ,恳请 读 考 批评 指正 。 


作 者 
2006 年 10 月 


+ 


1965 年 ,美国 计算 机 与 控制 论 专家 L. A. Zadeh 教授 提出 了 Fuzzy 集 概念 , 创 
造 了 研究 模糊 性 或 不 确定 性 问题 的 理论 方法 , 馆 今 已 成 为 一 个 较为 完善 的 数学 
分 支 。 

近 四 十 年 来 ,模糊 理论 与 技术 得 到 了 迅猛 发 展 ,国内 外 学 者 在 这 个 领域 做 了 
大 量 卓 有 成 效 的 工作 ,其 中 许多 探索 是 具有 突破 性 的 。 模 糊 理 论 与 技术 一 个 突 
出 的 优点 就 是 能 较 好 地 描述 与 仿效 人 的 思维 方式 ,总 结 和 反映 人 的 体会 与 经 验 ， 
对 复杂 事物 和 系统 可 进行 模糊 度量 .模糊 识别 、 模 糊 推理 、 模 糊 控制 与 模糊 决策 。 
尤其 是 模糊 理论 与 人 工 智能 在 神经 网 络 和 专家 系统 等 方面 相互 结合 的 研究 已 涉 
及 到 计算 机 、 多 媒体 .自动 控制 以 及 信息 采集 与 处 理 等 一 系列 高 新 技术 的 开发 与 
利用 ,有 力 地 推动 了 应 用 科学 .决策 科学 ,管理 科学 与 社会 科学 的 进步 ,这 种 学 术 
理论 体系 不 断 完善 的 新 成 果 正 在 迅速 地 转变 成 生产 力促 进 社会 物质 文明 水 平 的 
不 斯 提高 。 

为 了 系统 地 归纳 总 结 模糊 理论 与 技术 的 学 术 成 就 ,系统 地 向 广大 读者 介绍 、 
普及 模糊 数学 的 基础 理论 与 基本 知识 ,进一步 推动 该 学 科 的 发 展 ,使 之 有 利于 为 
社会 经 济 建 设 服务 ,我们 经 过 多 年 的 酝酿 .策划 与 探索 ,决定 组 织 出 版 "模糊 理论 
与 工程 系列 丛书 ”。 这 套 系列 丛书 中 的 大 部 分 既 可 作为 理工 类 本 科 生 、 硕 士 生 的 
教材 ,也 可 作为 高 等 院 校 教 师 .相关 科技 工作 者 与 模糊 理论 爱好 者 的 参考 读本 。 

“模糊 理论 与 工程 系列 处 书 "能 够 顺利 出 版 主要 得 益 于 两 方面 的 大 力 支持 : 

其 一 ,得 益 于 我 国 模糊 数学 界 广大 专家 .党 者 的 支持 。2002 年 11 月 全 国 第 
11 届 模 糊 数学 年 会 在 厦门 集美 大 学 召开 ,我们 为 组 织 该 丛书 的 出 版 广泛 征求 了 
意见 ,得 到 了 广大 与 会 者 的 大 力 支持 ,不 少 学 者 表示 愿 承 担 该 系列 处 书 的 撰 与 工 
作 。 尤 其 是 王国 俊 教授 、 匡 从 类 教授 .应 明生 教授 、 张 文 修 教授 、 罗 懋 康 教授 、 韩 
立 兰 教授 等 ,在 表示 支持 组 织 出 版 该 处 书 的 同时 ,对 该 丛书 的 理论 构架 . 选 题 定 
位 以 及 一 些 具体 操作 细节 上 提出 了 许多 宝贵 的 指导 性 意见 。 特 别 值得 提 及 的 
是 ,厦门 会 议 以 后 ,得 到 了 刘 应 明 院 士 以 及 广大 专家 ,学 者 的 大 力 支 持 ,组 成 了 以 
刘 应 明 院 士 为 名 誉 主编 的 本 系列 丛书 编 委 会 。 组 织 这 个 编 委 会 的 目的 一 是 对 该 
丛书 的 指导 思想 . 选 题 思路 以 及 今后 的 趋势 将 经 常 听取 编 委 们 的 意见 ,二 是 对 本 
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系列 丛书 中 拟 将 出 版 的 每 一 本 书 都 要 由 相关 编 委 审核 把 关 ,尔后 付 梓 ,以 确保 从 
书 质量 。 

其 二 ,得 益 于 武汉 大 学 出 版 社 的 大 力 支 持 ,武汉 大 学 出 版 社 是 被 中 共 中 央 宣 
传 部 ,国家 新 闻 出 版 署 联合 授予 的 全 国 优秀 出 版 社 之 一 。 该 社 以 出 书 严谨 著称 ， 
建 社 二 十 多 年 来 ,所 出 版 的 一 大 批 专著 教材 曾 荣 获 “ 中 国 图 书 奖 "“ 国 家 图 书 
奖 ”“ 五 个 一 工程 奖 "等 国家 级 奖励 。 武 汉 大 学 出 版 社 社 长 .总 编 与 相关 编辑 对 
本 系列 从 书 的 出 版 给 予 了 大 力 支持 ,多 年 来 他 们 做 了 许多 深入 细致 的 工作 ,使 这 
套 系列 丛书 的 第 一 批 作品 得 以 顺利 出 版 。 

在 此 我 代表 本 系列 丛书 的 全 体 作 者 ,对 各 位 专家 、 学 者 ,武汉 大 学 出 版 社 的 
领导 与 编辑 表示 由 更 的 感谢 ! 真诚 地 希望 广大 专家 .学 者 对 本 系列 丛书 提出 宝 
贵 的 意见 ,使 之 日 至 完善 ;热诚 地 欢迎 广大 专家 、 学 者 积极 参与 本 丛书 的 编撰 工 
作 ,使 之 日 渐 丰 富 。 组 织 出 版 这 套 系列 丛书 本 身 就 是 一 项 系统 工程 。 需 要 各 位 
专家 .学 者 以 及 方方面面 的 蜡 力 相助 。 倘 若 这 套 系列 丛书 能 对 广大 读者 有 所 神 
益 ,能 在 浩瀚 的 书 海 中 泛 起 一 片 闪光 的 涟 满 ,作为 本 系列 丛书 的 主编 ,我 就 喜 出 
望 外 了 。 谨 此 为 序 。 


Ek PR £8 
2004 年 4 月 于 武汉 大 学 
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第 一 章 ”模糊 集 的 基本 理论 


$1.1. 模糊 集 及 其 运算 


设 天 是 论 域 ,4 是 天 的 子 集 ,4 可 以 用 特征 函数 表示 , 即 映 射 4:X o 10.11, 

Vx e X 
A(x) = “Eh (1.1) 
l, x€ À 

X BJ f RAT 5E GI EE PC —ÓEIE . D 

对 于 论 域 X 上 的 一 个 模糊 概念 ,确定 了 关上 的 一 个 模糊 子 集 4, 对 于 任意 的 
x E 扣 xx 和 4 之 间 不 是 绝对 属于 或 绝对 不 属于 的 关系 . 为 了 表示 x 属于 4 的 程度 ， 
我 们 用 [0,1] 中 一 个 数值 来 表示 ,所 以 论 域 X* 上 的 一 个 模糊 子 集 可 以 用 半 到 
[0,1] 的 一 个 映射 来 描述 . 

定义 1.1.1 WE X JE iE LER E AX [0,1] 称 为 工 的 一 个 模糊 子 集 ,简称 
为 集 ,映射 4 EROS FRA 的 隶属 函数 ,4(*) 称 为 * 关 于 4 的 隶属 度 . 

WRX ERA FRA FX), EAP) C F(X). (其 中 ,P(X) 是 论 域 
天 上 的 所 有 经 典 集 ). 

WQ X Eñ) F £ 8 F$] RYE : 

(1)4 = {(x,A(x))| x e Xl; 

(2) X X = [x,a l d A A (A(x), Alx), A(x,)); 
A(x). 


Y; 


(3) # X = Laaa | EA 全 > 
izl 


(4) 若是 不 可 数 集 , 记 4 À [Ha 


例 1.1.1 X =10,100] 表 示 年 龄 论 域 ,Zadeh 给 出 了 年 轻 人 “Y” 和 老年 
A"O" WA F SE BOSRUB PRG | 


l, 1 < x < 25 


Y(x) = [i A55), 25 < x < 100 


模糊 代数 与 粗粮 代数 
0 = -2 -1 
b [i «(2 ] ， 50 « x < 100 


GEX1.1.2 设 4,8 e F(X). 

(1) di Vx e X,A(x) < B(x) , 则 称 4 包 含 于 B, 或 8B 包含 4, 记 为 4 C B, 

或 B DA. 

(2) # Vx e X,A(x) = B(x), 则 称 4 和 8 相等 , 记 为 4 = B. 

显然 ,4 =B e ACBHBCA. 

Vx e X,f(x) = 0,X(x) = 1. 

由 此 ,(F(X), €) 是 具有 最 小 元 0 和 最 大 元 X 的 偏 序 集 . 

定义 1.1.3 WA,B e F(X) ,定义 并 、 交 、 余 运算 如 下 : 


(1) (AU B)(x) = A(x) V B(x) (1.2) 
(2) (AN B)(x) = A(x) A B(x) (1.3) 
(3) A'(x) = 1 - A(x) (1.4) 


分 别称 4 U B,A N BON ALB 的 并 集 、 交 集 ; 称 4' 为 4 的 余 集 ,如 图 1.1 ~ 图 1.3 
Bron . 


设 了 是 指标 集 ,4, e F(X)( e T) ,定义 无 限 并 .无 限 交 如 下 : 


CU AD (x) = V AGO) (1.5) 
(OA) (z) = A AQ) (1.6) 


定理 1.1.1 A,B,C e F(X), 则 并 、 交 ., 余 满足 下 列 性 质 ; 

(1) 寡 等 律 4U4=4,4m4=4i 

(2) 交换 律 4UB=BUA4,ANMB=BN Ah; 

(3) 结合 律 (4U B)UC=AU(BUC); 
(ANB)NC=AN(BNC); 

(4) 吸收 律 4U (An B) =A,A n (A U B) = A; 

(5) AA U (BNC) = (AU p) n (AU C); 
An(BUC) -(AnB)U(AnC); 
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(6) 同一 律 4UB=A,A4NX = A; 

(7) 两 极 律 A4UX = X,A n 0 = 0; 

(8) HAA)’ = A; 

(9) 对 偶 律 (4UB)' =4nB ,4nB)' = A' U B. 
证 明 略 . 

下 集 不 满足 补 余 律 , 即 4U4' 关 X4nmn4 =Ø. 

例 1.1.2 X = [0,1],A(x) = x,WjA'(x) 21-x,H 


1 
l — x, x< 
“uno -| I 
x, x > > 
1 
x, x < y 
(An 4)(x) = 
1-x x»l 
, 2 


FELA UA X, ANA s @. 
W Ae F(X),BI A.X [0,1], FRA e [0,1]. X VA,B e F(X) ,x e X, 
(A U B)(x) = A(x) V B(x) 
(A n B)(x) = A(x) A B(x) 
A'(x) = 1- A(x) 
即 代 数 系统 (F(X) ,Nn ，U ，) 中 的 运算 分 别 是 由 代数 系统 ([0,1]"，A V’) 
中 的 相应 运算 定义 的 , 易 证 F(X) = [0,1] ,所 以 (R(X), 阁 ,U,') 是 一 个 具有 
伪 补 的 完全 分 配 格 , 即 模糊 格 . 


$1.2 模糊 集 的 模 运 算 


定义 1.2.1 映射 A 0,11 — [0,1] 称 为 三 角 模 ,如 果 人 满足 :Va,b,e， 
d e [0,1] 

(1) 353888 ^ (a,b) = A(b,a); 

(2) Sic RE: ACACa,b),c) = Ala, ACD, c)); 

(3) 单调 性 :a x c,b sd, H] A(a,b) < A(c,d); 

(4)A(0,0) = 0, ACL,I) = 1. 

EZAR A 还 满足 :入 (a,1) = a, 则 称 A 为 了 模 , 记 为 7; 

若 三 角 模 A 还 满足 :A(0,a) = a, ER A 为 $ 模 , 记 为 5. 

例 1.2.1 (1) 下 列 五 种 运算 是 了 模 


4 - - 模糊 代数 与 粗糙 代数 


a, b =1 
To (a,b) = (b, a =1 
0, 其 他 

T,(a,b) a A b 

T (a,b) = ab 

ab 


T,(a,b) = 


1 +(1-a)(1- 5) 
T.(a,b) 20 V (a +b -1). 
(2) 下 列 五 种 运算 是 S 模 


b, a -0 
$,'(a,b) = la, b=0 
1, 其 他 


S(a,b) =a V b 
S(a,b) =a +b-ab 


+b 
S (a,b) = = ab 


S.(a,b) = 1 ^ (a+b). 
例 1.2.2 VA 20,g X. 


(A) . ab 
T (eb) = TTA) +Š ab) 
(2) _a+b+(À -2)ab 
8 (a,b) = T YQ - ab 
TO 和 s" 分 别 是 了 模 和 S E. 
特别 地 , 当 入 = 1 时 ,7 = TS = S, 


当 和 A =2 时 ,7T = SUIS. 
定理 1.2.1 三 角 模 之 间 满 足下 列 关系 

T,' < T. < T, < T, < T, < S, < S, < S, < S. « S. 
ur BH ge. 
id 

AT) = ITI TÆT], ZS) = ISI SESH). 
定理 1.2.2 三 角 模 具有 如 下 性 质 : 
(1)YTe (IT), RT, < T < T,; 
(2)VS e %S),# S, < S < S,'; 
(3)VT e AT), THERE < T = T; 
(4)VS e 9(S),S HERTE oS = S. 
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证 明 O) 因为 VvTe ZXT),T(Ga,1) = 4, 而 


a, b=1 
T,'(a,b) = (b, a = 1， 
0, 其 他 


W T’ < T. tjr T BS JEE 
T(a,b) < T(a,1) = a,T(a,b) 
FEA T(a,b) <a Ab, BET < T, 从 而 TT 
同 理 证 (2). 
(3) 充分 性 显然 . 设 了 满足 害 等 律 , 即 T(a,a) = a, 则 
T, (a,b) =a Ab = Ta A bjaA b) < T(a,b) < Ty(a,b,), 
从 而 了 = T, 
同 理 证 (4). 
定义 1.2.2 Vae[0,1l],a' =1-~-g 是 a 的 伪 补 , 若 Te 2Ñ( T) ,S e XS) 
满足 


T(1,b) = b, 


* 
«Tx. 


(1) (T(a,b))' = S(a',b') (1.7) 
(2) (S(a,b))' = T(a',b') (1.8) 
则 称 了 和 3 是 对 偶 模 . 


不 难 验证 ,Tu 与 5,,T, 与 3 ,7 与 5,,7。 5 S. 是 四 对 对 偶 模 . 
EX 123 设 了 7 和 3 是 一 对 对 偶 模 , V4,B e F(X) , 称 


(1) (A UB)(x) = S(A(x),B(x)) (1.9) 
是 4 和 8B 的 模 并 ; l 

(2) (A mB)(x) = T(A(x) ,B(x)) (1.10) 
是 4 和 8B 的 模 交 ; 

(3) A'(x) = 1 - A(x) (1.11) 
是 4 的 补 . 


定理 1.2.3 下 集 的 模 运 算 满 足下 列 性 质 : 

(1) ZMA UB = B UA,A AB =B AA; 

(2) 结合 律 (4 WB) UC -AU(BUC),(AmB) mC = A m(B mC); 
(3) 同一 律 4mX = A,A U = A; 

(4) WRA UX = X,A AØ = Ø; 

(5) 对 合 律 (4')' = A; 

(6) 对 侦 律 (4 UB)' = A' RB'.(AmB)' = A' UB'; 

(7))4mBCA,A BC BBJACAUB,BC A UB; 

(8)0' = X,X' = f. 


模糊 代数 与 粗糙 代数 
证 明 略 . 
由 此 ,三角 模 不 一 定 满足 寡 等 律 、 吸 收 律 、 分 配 律 和 补 余 律 ,所 以 代数 系统 
(F(X), A, 0,7) 不 是 格 . 
例 1.2.3 由 例 1.2.1 中 的 四 对 模 运算 可 以 定义 下 列 常用 的 四 对 运算 . 
(1) H T,(a,b) =a Ab,S (a,b) aV b 定义 
(A B)(x) = T,CA(X) ,B(x)) = A(x) ^ B(x) 
(A U B)(x) = SCA(QX),B(x)) = A(x) V B(x) 
(2) H T, (a,b) = ab,S, (a,b) =a+b-ab 定义 
(A AB) (x) = T,(A(x), B(x)) = A(x) B(x) 
(A ^ B)(x) = S,(A(x),B(x)) = A(x) + B(x) - A(x) Bx) 


ab a+b 4. 
(3) H T, (a,b) ^irüca0-55Oo 5 "Ul 定义 
(AeB) (x) = T,(A(x) ,B(x)) = A(x) B(x) 


] € (1 - A(x)) (1 - B(x)) 


(AEB) (x) = S,(A(x) ,B(x)) = Le ACORG) 


(4) Bi T, (a,b) 20V (a«b-1),8,(a,b) = 1 A (a +b) 定义 
(AQB)(x) = T. (A(x) ,B(x)) 20 V (A(x) + B(x) - 1) 
(AQ B)(x) = S,(A(x),B(x)) = V A (A(x) + B(x)). 
下 集合 的 以 上 模 运 算是 经 典 集合 的 并 ZRD EF 3 B 4k 28 ge Bi: 
集合 , 则 5 模 运 算 就 是 并 运算 ,了 模 运 算 就 是 交 运 算 , 伪 补 运算 就 是 补 运算 . 


$1.3. 模糊 集 的 分 解 定 理 


定义 1.3.1 Ae F(X),VAÀ e [0,1] 


(1) A, = ix e XI A(x) z A] (1.12) 
称 为 4 的 和 截 集 . 

(2) A, = ix e XI A(x) > A) (1.13) 
称 为 4 的 和 强 截 集 . 特别 地 

(1) A, = ix e XI A(x) = 1j (1.14) 
称 为 4 的 核 , 记 为 kerA. 

(2) A, = ix e XI A(x) > 0| (1.15) 


称 为 4 的 支 集 , 记 为 Supp4. 显然 ， 
(1) A, C X,A, C X,AL GA, 
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(2) MA < 人 时 ,4 CAA, CAA, C A. 
定理 1.3.1 dE A,B e F(X),A e [0,1], W 


(1) (AUB), = A, Ü B, 
(2) (An B), -A, n B, 
(3) (AUB), =4, UB, 
(4) (ANB), A, NB, 


WEB] 只 证 (1) ,其 他 证 明 类 似 . 


Vx e (AU B),e(AU B)(x) > AeOA(x) V B(x) > AGA(x) > À 或 
B(x) > À@x<x e A, Ñx e Bex e A, U B, ,所 以 (4UB)，= A, Ú B, 


313.2 iA, lie TI C F(X),A e [0,1], 则 


a) (u4) 2540, 
(2) (n4), 20 (42, 
(3) [UA] =G (4), 
(4) (n4), cn), 


证 明 ”只 证 (1)、(2) ,其 他 证 明 类 似 ， 


(1.20) 
(1.21) 
(1.22) 


(1.23) 


(1)Vxe U (A), 3: e T,x e (A), 3t e T,A (x) > À> V A(x) zm 


a= U A) (2) > A=x e (Y A.) .所 以 U (AD), Š CU A), 
teT te T À teT teT 


(2)x € (n4) © (04,) C0) zm Ae A A (x) zAÀeVvVtieT,A(x) zm 


Aet e Tix e (A), en (A), (nA) = Q 4). 


一 般 情 况 下 ,定理 1.3.2 中 的 (1) 和 (4) 等 号 不 成 立 . 
jan, it X = Ø,A, e F(X), Vx e X, 


A.) = 30 - >) (n = 1,2,---) 


RI [O A), Bui Vn eNA), = PURO (A) = PLBECO A): * 


U (4,)3. 


定理 1.3.3 设 Ae F(X), fà, lte T} C [0,1], iBA = VA H = AA. 


pi 


(1) A, = ñ A,, (1 
(2) A, = UA, (1 
证 明 只 证 (1), (2) 的 证 明 类 似 . 


VieT,A,<A=VieT,A, C A, A, € nA, 

有 反之 ,Vx eNA =VtieT,reA VteT,A(x) Z A Ax) >V, 
Az»x e 4,, 故 DA S A, ,所 以 A, =N A 

特别 地 , YA e F(X), 8 


(1) A, = Q A, (1. 
(2) A, = UA, (1 
注意 (1) 4, 2 U A, " 
(2) A, C n A, (1. 
定理 1.3.4 设 Ae F(X),A e [0.1] 由 
(1) (A), = (A...) (1. 
(2) (4), = (A4) (1 
证 明 GEC), (2) 的 证 明 类 似 
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.24) 
.25) 


À, = 


26) 
.27) 
28) 
29) 


30) 
.31) 


Vx e (A ),@A (x) > AG - A(x) > AGA(x) &1-Ae4A(x) Z 1 - A@ 


x gA ex e (A...) BEVACA)), = (Aia). 
定义 1.3.2 itA e F(X),A e [0,1], Vx e XE 3 
(AA)(x) =A A A(x) 
则 AA es F(X) , 称 为 数 入 和 4 的 乘积 ,如 图 1.4 所 示 . 


(1 


显然 ,(1) 车 4CB, 则 A4 C AB, 
(2) ÆA <u, Mj AA C pA. 特别 地 , 若 4 e P(X), 则 
OA) Ca) = [7 x€A 
x ë À 


*, 


HAA e F(X) ,如 图 1.5 所 示 . 


.32) 
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定理 1.3.5( 分 解 定 理 1) BAe F(X), 则 
A= UAM, (1.33) 


À 


证 明 Vx e XX, 有 
[ U AA. ) (z) = V (A AA,.()) 


A«[0,1] 


"(Lu ^40) V (Vs Aso) 
= V A s A(x). 
A&A(x) 
所 以 4 = A. 
定理 1.3.6( 分 解 定理 2) 设 4 e F(X), 则 | 
A = Y Ma . (1.34) 


证 明 与 定理 1.3.5 类 似 , 从 略 . 
推论 1.3.1 2A e F(X),L C10,1],L 是 稠密 子 集 , 则 
A = U AA, = U AA,- 
定理 1.3.7( 分 解 定 理 3) WA e FOX) ,映射 吾 :[0,1] 一 P(X) 满足 : 
VA e [0,1],4, € H(A) € A, , Bj 


(1) A= U AH(A). (1.35) 
(2) À < i WM HQ) € HO), 
(3) VA e [0,1], 有 
A, = Q H(a) (1.36) 
A, = U H(a) (1.37) 


证 明 (1) HT VA e [0,1],4, C H(A) GA, Wj AA, C AH(A) C AA,, 

从 而 
4 =. A, € RS MOD) e aM =A, 

所 以 A = UU AHQ). 

(2) & À <u, WH) CA, CA, C H(A) 所 以 Hle) € HC). 

(3) 对 于 和 A e [0,1],YVae [0,1],25 a < A H,A, C A, G H(o) , AM 
A, C N H(a). 

另 一 方面 ,Va e [0,1],H(a) G 4,, 从 而 NM Hla) € n A, = A, 
所 以 A, = N H(a). 


同 理 证 A, = N H(a). 
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$1.4 模糊 集 的 表现 定理 


定义 1.4.1 映射 互 :[0,1]  P(X),A HOA) 满足 :YA e [0,1] 
A € n, Jl H(u) € HCA), WER H A X Ema. 

X Effe a & & kie H(X). 

在 H(X) 中 定义 关系 “C”,YVH,H, e H(X),# VA e [0,1],H (À) € 
H,(A) ,B fk H, B & H, i H, C H, # VA e [0,1], H. (A) = 8H,(A), 则 称 
H, fü H, F, WA H, = H,. 

不 难 验 证 (H(X) , €) 是 偏 序 集 . 

3X 1.4.2. iE H,,H, e H(X) ,定义 运算 


(1) (H, U H,)(À) = H (A) U R,(À) (1.38) 
(2) (H, N H,)(A) = H,(À) N H,CA) (1.39) 
(3) H'(A) = (H(1-A))' (1.40) 


式 (1.38) ~ 式 (1.40) 分 别称 为 H, M H, 的 并 、 交 及 H B. 
一 般 地 ,|H,1 te TI CH(X), 令 Ae [0,1] 


(1) (Y, B.) Q) =U H(A) (1.41) 
(2) (9,4) Q) = 0 HQ) (1.42) 
易 证 UH, QH, e H(X). 


定理 1.4.1 RARAC), 0, U ,') 是 具有 最 大 元 X 和 最 小 元 的 软 
代数 . 

其 中 , 邓 和 区 分 别 定义 为 VA e [0,1],X(A) = X,G(A) = Ø. 

证 明 ”由 于 HCX) 中 的 U、nn 运算 是 由 和 e [0,1] 时 集合 的 并 、 交 定义 的 ， 
所 以 H(X) 是 具有 最 大 元 和 最 小 元 0 的 分 配 格 . 现 验证 对 合 律 和 对 偶 律 . VA e 
[0,1] 

(CH'A) = (H'O 2A))! = (IQA)) 0! = H(A), 故 (H')’ = H. 

(H, U B,)'(A) = ((H, U H)(1 -A))! = (H,G 2A) UH,( - A))' 

= (H.(1 -A))' A (RH,(1 - A))' = H(A) N H(A) 
= (H' N H',) (À) 
(H, U H,)' = H' Q H, AH, A H,)' = H, UH 
所 以 (有 (EX) ，U，m，) 是 软 代数 . 
定理 1.4.2( 表 现 定理 3) i&f:H(X) 5 FX), VH e H(X), 


I 


$—9 BWEHEaSS 11 


JOH) = M AO) (1.43) 


则 f 是 代数 系统 (H(X) , U , 0,7) 到 代数 系统 (F(X) ,U 0 ,) 的 满 同 态 映射 ， 
且 / 满足 : 


a) (GOD), € HOA) € QUOD), (1.44) 
(2) (COD), = Q Hla) (1.45) 
(3) (OD), = U HC). (1.46) 


证 明 HT VH e H(X) ,f(H) = HAH(A) e F(X) 被 惟一 确定 ,所 以 
fE H(X) 到 F(X) 的 映射 . 

男 外 ,YA e F(X), 取 H(A) = 4,, 则 He H(X) H 

KU) = Ha AHOA) = a 4. =A 
所 以 了 是 H( X) 到 F(X) 的 满 射 . 现 证 式 (1. 44). 
* xe H(A), 则 H(A)(x) = 1, 由 此 
f(H)(x) = C Wu MOD (x) 
"uu (A A H(A)(x)) 2A A H(A)(x) AA 12A, 

所 以 zx e C(GI)),, Bl HA) € CCGD),. 

53 —J Wi, xe H(A)W H(A)(x) =0, 而 且 当 wa > ABE H(a)(x) = 0, 
从 而 


f(x) = (Y aC) ) G) = V e A HG) (a) 


ae 


= (N A BG) G2 ) V [Ve A HG) ) 


= Va ^ H(a)(x) < V e = À, 
RIACH) (x) € A. F£ x € (CH) ), , BIER T x e H(A), 则 x e CH) ),, Bri 
(CGH)), € H(A). 
由 此 — (/(H)), € H(A) G (CH) ),. 
由 分 解 定理 3 立即 可 得 式 (1.45) fx 1.46). 
最 后 证 /是 同 态 映 射 . V IH, | ce TI C H(X) 


((u&)). =G (Ya) =u (umco) = u (um) 


=U GOLD, = (UAA) ) ， 


à 


sro) «aao 
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V(9,5.)), 7.0 (0) DN = OA, G0 
= Q 001), = (n fü). 


Bi fn H.) = QSA) 


QUOD), =Q H Ca) = GO -e) = (UA -e) 


= ( U H) = GOD) = CODD. 


B»l-A 

Br f(H') = (/(H))' 

hit, SÆ H(X) 到 F(X) 的 满 同 态 映射 . 

定理 1.4.2 说 明代 数 系统 H(X) 和 F(X) 之 间 是 满 同 态 的 关系 , 即 不 同 的 集 
合 套 可 以 对 应 于 同一 个 模糊 集 , 为 了 刻画 它们 之 间 的 同 构 关 系 ,我 们 在 HOX) 中 
引入 一 个 等 价 关系 . 

W f:H(X) 一 F(X) 是 满 同 态 ,VYV H, ,H, e H(X). 

H, ~ H,ef( H,) = f(H,) 
DWE“ ~” EHX) 中 的 等 价 关 系 , 于 是 得 商 集 ， 
H'(X) = H(X)/ ~= l[H] I! H e H(X)| 
[H] IH, 1 H, ~ H,H, e H(X)!. 

定理 1.4.3 WE H,,H, e H(X), W H, ~ 三 的 充分 必要 条 件 是 下 列 条 件 之 

一 成 立 , YA e [0,1], 


(1) N Hla) = N Ho) (1.47) 
(2) U H,(a) = U H, (a). (1.48) 
证 明 ”因为 


H, ~ Hef) = fU )e(L)), = CUD))CQQT 0), = UUD)), 
由 式 (1.45) 3X (1. 46) 得 


Q H,(a) = Q H;(a), U H,(a) = U Ha) IE 


ATEH (X) 中 定义 并 、 交 、 余 运算 ,首先 证 明 运 算 与 代表 无 关 , 即 证 
VH, -~ H’ (t e T),H ~ H' ,# 


(u (9) C 79 (9 ) ens 
Q n (gA) «n (RE); 


(3) Q H (a) = Q GP )'(a). 
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因为 


S (95) 29 (un) o (omo) (oro) 
=y, (uec) =u (or ee), 

所 以 U H, ~U H;. 

同 理 可 证 A H, -Q H. 

另外 

po) 2o Ua cent e (gra -ejre(graco 
=Q U* Q0 -a))' = n (H')'(e), 

所 以 如 ~ (H7 )*. 

由 此 在 H' (X) 中 定义 运算 : 


(1) U [A] = [ua] (1.49) 
(2) n [H] = [nan] (1.50) 
(3) [H] = [H') (1.51) 


538 1.4.4. 设 f:H(X) — F(X), VH e H(X), 
f(H) = (Y AHOA) 
Wh AFAR É :H'(X) -> F(X), V[H] e H'(X), 
f° ([H]|) = ,HU AHA) (1.52) 
ERARA (X), U, n, 到 代数 系统 (F(E) ，U ,nn，) 的 同 构 映 射 , 记 为 
H'(X) = F(X). 
二 面 介 绍 表现 定理 1 和 表现 定理 2. 
定义 1.4.3 (1) 设 Fe H(X), ErFillig:Via,ylteTI C [0,1] 
F(0) = X,F( V A.) = N F(A) 
则 称 下 是 上 的 一 个 集 轮 ,X 上 的 所 有 集 轮 记 为 (X). 
(2) 设 F e H(X), 若 Ff 满足 :YiA,ltieT|IC [0,1], 
FQ) = ØE AA.) = UEO) 


MEE 是 了 上 的 一 个 开 集 轮 ,X 上 的 所 有 开 集 轮 记 为 O ' (X). 
例如 ,4 € F(X) ,4 RS A 截 集 满足 (1) ,所 以 ,VA e [0,1], F(A) = A, É X 
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上 的 一 个 集 轮 ;同样 4 的 A 强 截 集 4, 满足 (2) ,所 以 VA e [0,1],F(A) = A, Ë 
X 上 的 一 个 开 集 轮 . 

定理 1.4.5 [H] < H*(X), 则 

(1) 惟一 存在 集 轮 F, e [H], 


F (à) = Q H(a) (1.53) 
(2) 惟一 存在 开 集 轮 Fw e [H], 

F,(A) = U H(a) (1.54) 
(3) F, C HC F,(H e [H]). (1.55) 


WEBB ”由 定理 1.4.3 知 ,等 价 类 [ 太 ] H Q H(e) M U Ha) 的 惟一 性 ,次 
ET Fy 和 的 惟一 性 . 

要 证 F, s [H] ,只 须 证 Fs) = AH). 

(f(F,)), = Q Felo) = QAQ HQ) = Q HCB) = (/(H)),, 

FIL fCF,) = fCH), AT F, e LH]. 

XAK F,(0) = H(0) = X,F,(A) = Q H(e) =N Fala) H Fr ER 
轮 . 

同 理 证 上 是 开 集 轮 , 且 Fw e [H]. 

VA e [0,1], Zi a < A,H(A) € Hla), W H(A) C N Ha), MHO) € 
Fa(A), PRELA H C F,. RIEF, C H. I 

由 式 (1.55) 知 ,集合 上 的 集 轮 F, 5jJTFSRSEF, 分 别 是 等 价 类 [HH] 中 的 最 
大 代表 和 最 小 代表 ,又 因为 等 价 类 [H] 中 的 并 、 交 、 余 运算 与 代表 元 无 关 , 不 难 验 
WRA F:bCX)CO  (X)) — H' (OX) CF) = [H], (Fa) = [H]) 是 同 构 映 
射 ,由 此 证 得 定理 . 

定理 1.4.6 集合 X 上 的 集 轮 , 开 集 轮 与 集合 套 等 价 类 同 构 , 即 

(1)(6(X), 0, U,) = (T (X), 0, 0,7); 

(2)(6'(X), N, U, = (H' (X), n, U,’). 

推论 4.1( 表 现 定理 1) RAX) — F(X), 

SEa) = U AFA) (1. 56) 

则 /是 (X) 到 F(X) 的 同 构 映射 , 即 (X) = F(X). 

推论 1.4.2( 表 现 定理 2) Wf: (X) 5 FOX), 

SEn) = Y AEA) (1.57) 

MJ / E D(X) 8| FCX) 的 同 构 映射 , 即 6 (X) = F(X). 


第 一 章 ”模糊 集 的 基本 理论 15 


$1.5 模糊 集 的 扩张 原理 


设 X,Y 是 论 域 ,f/:X 一 了 是 映射 , 则 f 可 以 诱导 一 个 从 P(X) 到 P( Y) 的 映射 
(变换 ) ,仍然 记 为 了 : 
f:P(X) — P(Y) 
A —f(A) À [/(z) | x e A| (1.58) 
同样 /诱导 一 个 P(Y) 到 P(X) 的 映射 (变换 ) ,为 广 : 
f':P(Y) — P(X) 
B—f'(B) A [x e XI f(x) e B| (1.59) 
PRACA) 为 4 的 像 , 广 (5) 为 8 的 原 像 ,如 图 1.6、 图 1.7 BUR. 
显然 , 像 集 和 原 像 集 满足 : 
(OF (GOD) 2 4, 当 /是 单 射 时 等 式 成 立 ; 
(2) (B)) C B, 当 /是 满 射 时 等 式 成 立 . 


定义 15.1 fX — Y,W AFRI SFX) — F(Y) 
A— f( A) à Ú, AfCA,) (1. 60) 
称 为 了 诱导 的 F( X) 到 F( V) 的 映射 ,也 称 f 诱 导 的 从 到 了 的 模糊 变换 ,简称 FF 
变换 .f(A) 称 为 4 的 像 . 
由 诱导 的 映射 FY) — F(X) 
B—f'(B) A WAP (OL) (1. 61) 
称 为 诱导 的 F(Y) 到 F(X) 的 映射 ,也 称 为 了 诱导 的 从 了 到 大 的 模糊 变换 ， 
fF CB) 称 为 B 的 原 像 . 
V2,,À, e [0,1] 
EA, VA, C A, LU FCA,) S KK). 
EA < ABS C B, MNJf'(B.) Cf'(B,). 
BREL FCA S (B. )(A e [0,1]) 分 别 是 了 中 的 和 X 中 的 集合 套 , 由 此 ,定义 
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1.5.1 是 合理 的 . 
定理 1.5.1( 扩 张 原理 1)  WfÁXY. 
(1) ÆA e F(X),MJ Vy 8 Y 
f(A) €) AMI (1.62) 
特别 地 , 若 lx e XI f(x) = yl =Ø, HEKA) (y) = 0. 
(2) € B e F(Y), W Vx e X 
f'(B)(x) = B(f(x)) (1.63) 
证 明 (1)f(4)(y) = LUSMGOO0 
V A A f(AQ C) = VIAly ef) 


Ae[0,1] 


= Mua IA dx e ALEX) = y| 
= V V [Al 3x e Aj 
Aeí0,1] Kı) =y 

= V V fàl 3x e Ajl 
f(x) =y àe[0,1] 


= [ V AAA Q)) = V. AQ) 
fx}=y VAe[0.1] f(x) =y 
(2) (B)(x) = V AF (G,) (x) 


Ae[0,1] 
=. MAA ANFIOOGQD = V lAlzefl(B)| 
=Ma ATAG) e Bl = VY, (Q A B,(/(2))) 
= B(f(x)) 


定理 1.5.2( 扩 张 原 理 2) Ü f:X — Y. 
(1) 若 4 e F(X), 则 


JA) = R A) (1.64) 
(2) # B e F(Y), WJ 
F'(B) = U AP (G,) (1.65) 


用 类 似 于 定理 15. 1 的 证 明 方法 ,只 须 验 证 
KAO) = UL AKA GO) = V. AG) 
f'(B)(z) = U AP (B,) (x) = BUG). 
定理 1.5.3( 扩 张 原理 3) GEAXo Y. 
(1) 若 4 e F(X), 则 
KA) = U AFILO) (1.66) 
其 中 已 满足 :4 C H(A) € 4. 
(2) 若 B e F(Y) , 则 
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广 (B) = WA Ca(A)) (1.67) 
其 中 H,WEIB, C H,(A) SB, 
定理 1.5.4( 复 合 映射 的 扩张 原理 ) | IE FAX o Y,z:Y— Z,g ° f.X — Z E f 
和 8 的 复合 映射 , 则 : 
(1) VA e F(X), 有 
(gs f) (A) = MU MOXOLD) (1. 68) 
(2)VB e F(Y) ,有 
(fs g) (B) = Y M Ce (B,)). (1.69) 
证 明 (1) RIE (e.e P(A) = g(f(4,)). 
(go 站 4)=lzesZlares4,(go 门 (rz) = g(f(x)) = zl 
= lze Z| 3x eA,f(x) = y,g(y) = z} 
= |z e Z! Jye fA) gy) =z} 
= [z e Z| 43ze g(f(4,))} = g(f(4,)) 
FELA Cge f) (A) = WS A8(/(A.)). 
同 理 证 明 (2). 
定理 1.5.5 ibfXoY. 
(1) #A e FOO , 则 广 (K4)) 2 4, 当 /是 单 射 时 等 号 成 立 ; 
(2) & B e F(Y), W/O (B)) € B, 当 /是 满 射 时 等 号 成 立 , 
证 明 (1)Yx e X, 
FORA) Cx) = KA)G)) = V AQ) > Alx) 


fO) 2f) 
SRRA, V AG) = AGO. MASSER PI OU) = 4. 
(22V y e Y, 
FEB) ) Cy) = N f (B)(z) = N B(/(z)) 
_ MAA e X,f(x) = y 
0, Vx eX f(x) # y 
当 f 是 满 射 时 ,上 式 为 0 ERRE SK fU (B)) O) = B(y) ,所 以 /是 
WAT, (C (B)) = B. 


< B(y) 


81.6 模糊 集 的 多 元 扩张 原理 


定理 1.6.1 设 A, € P(X,) (i = 1,2, n) Bil i F JL fH A, x À, X --- x A, 
的 特征 函数 ,Y (Luxus) € X, x X, Xe xX,,H 
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A, X Aj X i xA (aaga) =Á A,(x,). (1.70) 
证 明 A, xA, xc xA CX) = lex(x,,z,,"" x.) € À, XA, x 
xA Vi,x, e A.S Vi,A.(x,) = le 人 A(x) = 1. 
A, XA, x e XA, (x, x, -o.x,) = 09x, x.) @ Á, x À, x … x 


A, dix e Ae 3i AQ) = 0e A A,(z) = 0 


i=l 
所 以 A， x A, x c Xx AL, ut ) =Á A,(x.). 
WA” e FG), VA e [0,1], ÆA <p, QU AP CAP, T 


AU x AZ x o xA) C AD x AD x x AUS, 
BIAU x AD x xA | A e [0,1]] 是 P(X, x X, x… x X.) 上 的 集 
合 套 , 由 此 给 出 下 集 的 笛 卡 儿 积 的 定义 . 
定义 1.6.1 iE A e F(X)) (i = 1,2,…,n), 则 
AU x AT x - x A" 2 U EIC xA) x xAUC) (1.71) 


Ae[0.1 


KAFRA (i= 1,2,…,n) 的 稍 卡 儿 积 ,简称 直 积 . 
定理 1.6.2 i A" e F(X) (i = 1,2,--,n) W 


H 2 
AU x A x x AP (x ax, 7 x.) = 


i 


(1. 72) 


"=>. 
> 
一 
Kal 
w 


证 明 | AU x AC x x AP (x, un, uen x.) 
= U ACA? x AO x x AP) (x x) 


Ae[0,1 


a) (2) (n) 
= HE A (A, xA xc x A, ) (4 ,XX,) 
€iu, 


= VAN (AAP G0 ) 


Ae[0,1 


< 人 À V O A Aj? (x,)) 


若 等 号 不 成 立 , 则 Ja e [0,1] 使 
AA (AAP GD) <a <A Q A G0) 


Ae[0,1] elo. 


由 于 A AD (x) € [0,1] , Jul 

# A AD) = lil] o > Va? A (AAP) ) zań ( A4 G0) 
= Qa, 矛盾 ; 

Æ AA (a) 


0, 则 3i, AU (x,) =0,0] VA m a BE, AC (x,) =0,F 
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是 a< 信 V (AAAC(x)) V AAA (x,) V AAAÍT? (x) 
i=1 Ae[0,1] Ae[0,1] 9 Ae[0,al ° 


fo, 


<a, fü. 
由 此 ,A x AC x e x AP Cara) =A, VAA AC (x,)) = 
A AO (x,). 
izl 
538 1.63 ib A e F(X)) Ci = 0,2,--,n) Bl: 
(1) (AU x AO x x AU), = AC x AC x x AP (1. 73) 
(2) (AU x AU x x A7), = AU x A x x Aj. (1.74) 


WE BB (1) V (x, x40 xL) € X, x X, x +° x X, 
(x,,2,,7,x,) € (AU xA) x A0) 
(AU x AC! x x AU) (2 x) = Á AU (x) zAeViAU(x)z 
Ae V i,x, € A (x umm) € AU x AO xc x AC 
所 以 (A x AU x - x AU), = AU x AP x e x AI, 
[5] RUE BR (2). 
推论 16.1 iA" e F(X)(i =1,2,…,n), 则 
AU x AD xo XA) = Ú AP x AP x m x ATP). 


A€[0,1] 


推论 1.6.2 WAT? e F(X)(G = 02,,), E VÀ e [0,1],4 € 


HP (A) € A (i = 1,2, n) WI 


Xa, 


AU x AU x x A = Q ACHP (A) x HP (A) x x HI? (A)). 


下 面 介绍 多 元 扩张 原理 . 
定理 1.6.4 设 X=X xX, x xX,,Y 2 Y, xY, xe xY fX Y, (n, 


T2 f(x ys) (yis Ya? 则 : 
(1)f 诱 导 映 射 f:P(X,) x POG) x… x POX) > P(Y), 


V(A,,A,,"7,A4,) e P(X,) x POX) xc x P(X,), 


f(A,,A4 7, A.) = FUA, x A, X i XA). 
(OSAF SPY) x PO) x… x PC) — P(X), 


V(B,,B,,--,B,) e P(Y,) x P(Y)) x x PCY,), 


f'(B ,B,, B.) = f£ (B, x B, x x B,). 
证 明 (DAA, NER, 
= fyl I(x, ) € AA XA, x i x A, Ga x," x.) = yl 
= f(A, xA, x x A,) 
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(2)£' (B,,B,,,B,) = ixl f(x) e (B.,B,,--,B,)1 
Ix! f(x) e B, x B, x x B.! 
2f (B,xB,x-- x B,) 

我 们 称 f 4， x A, x … X AQ 为 (41,4,,…,4,) 的 像 , 称 f° B, x B, x… x 
B.) 为 (B,,B,,…,B,) 的 原 像 ， 

定义 1.6.2 设 X=X xX, x x X, ,Y = Y, xY, xs x Y, f:iX— Y,(x,, 
x, U x.) — fO eomm) = Onions y.) M: 

(1)f 诱 导 映 射 f:F(X,) x F(X,) x i x FOX) — F(Y), 

(AO AP e, A0) — f( AU AO) AQ) A f(AO? x A "ERE x A? ). 

(2)f 诱 导 映 射 的 :FC(Y) x F(Y,) xi x (Y) — F(X), 
(BO B®? .. gm) Sf (BO pO) .. pem) Af! (B x BU x x B"). 
则 称 f(AC x AO X x A) HAP AP .. A) RHR, ERST (B® x B” 
x x B?) 为 (8 ,BW”,…,B”) 的 原 像 

定理 1.6.5 fX x X, x x X, — Y, x Y, x += x y (AP AP ,.., 
AU) e F(X, x X, x x X),(BU ,BÜ B) e F(Y, x Y, x ec x Y,), 
则 : 


(1) AAP, AP, e AOO = V [ 


(xpx2 en xa) = 了 
(2) f (8 B® es Bi) (x) = A B? (y) (1.76) 
其 中 yy = (yaya y,) z = (arz, x.) B. f(x) = y. 


证 明 OAA AP e, A)(y) = f(A x AU x. x AUT YC) 


- V (A AP c AP) Gr mun) 
pip.) = y 
= V [ A AO (x,) ) 

Aata aa) = y i=l 


(2f (GIU BO... B) (x) = £' (BU x B® xo xB™)(x) 


AAP ()) 075) 


i= 


= (BU x BP x x B?) (y) = A BOO) 
推论 1.6.3 i * 是 不 中 的 二 元 运算 ,4,B e F(X), W Vz e X, 
(A«B)(2) = V (AQ) A BG) (1.77) 
定理 1.6.6 (多 元 扩张 原理 1) 设 f:X, xX, x xX, Y xY, x x Yn, 
(AU AQ Le LA) e F(X, x X, x x X.) (B® , B? .. B?) e F(Y, x Y, x 
| x Y.) , W: 
G) (AP AT eA) SU AAD Aoc x AT) 
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= (1) AG) .,. 40) 

= Y A ,A ,A (1.78) 
(2) f (BU,BÜ BU) = HM (BY x BP xos xB) 

=. A (B.B, BI. (1.79) 


证 明 (1)/(AU A)... A) = AAP x AT x. x AU) 
= U AA? x AU xe x AU), = U AAP x AD x... x AQ) 


Ae[0,1 Ae[0.1] 
又 因为 SAAPAD uA) = f(AU x AP) x m x AD) 
` (O) AD .AY = (1) 400 /., 40) 
BEA FCATP APT AT) = NMA MD ns APT). 
同 理 证 明 (2)， 
定理 1.6.7( 多 元 扩张 原理 2) WE fX x X, x: x X, Y, x Y, x: xY,. 
(AU AO) oe AP) e F(X, x X, x x X), (BP, B® ... B") e F(Y, x Y, 
x … x 了 ,), 则 : . . 
O) AAT AD nu) m, YAAD A x xA) 


= U ACAR AD A ) (1.80) 
Aeí0,1 ` ` ; 
(2) f'(B',BO... B) = Y A (B x B xo x B”) 
` Ael[l0,l d t À 
= 1 pD pO J... go» 
= U Af (B; B)... B). (1.81) 


定理 的 证 明 类 似 于 定理 1. 6. 6. 

定理 1.6.8( 多 元 扩张 原理 3) ” 设 f:X, xX, xee x X, Y xY,x- xY,, 
(AO ,AQO ,....AU0) e F(X, x X, x c x X) (B x BP x... x B) e F(Y, 
x Y, x c x Y,) M: 

(1) (A ,A7 5,477) = UL ASOP OO x H (A) x 
x HP (A)) 

= Q MORD OO HIP A) i HIP (O0) (1.82) 

(2) f' (B B? B) = Hi Af (Hs (A) x Hj (A) xc 

x Hj (A)) 


= MAXI UR OO UP OO s (A)) (1.83) 
Ae [0， 
KB. C HPA) CAP (i= 1,2,:: n) B C Hj (A) C p? (i=1, 


2, m). 

证 明 (1) HAP C H C AT , 则 

AC? x APP x x A C HU (A) x HP (A) x+: x HPA) C AP? x Aj 
XX AQ 由 此 


22 模糊 代数 与 粗糙 代数 
D 4Qq uu. AO) = Q) (2) y ... (n) 
f(A 4 ee A) = NH, AfCA, xA, x xA) 
UA Mu Af(H (A) x HP (A) xon x HP (A)) um du AfCHIP (A), 
HP (A): HP (3)) 
€ U AAT! xA xe x AP) = (AU AP! eua) 
Ae 10, 


所 以 fA 7.4)... A) = U ASCP (A) x HP (A) x x HP (A) 
= M (HUQ. HO (A) on HIP (QD). 


[8] F8 üE BH (2). 

推论 1.6.4 i$ * E X Pg 755 ,A,B e F(X), W: 

(1) A*B = U AÇA, * Bj) (1. 84) 
(2) A*B = U ACA, * Bj) (1.85) 


特别 地 , 设 R 是 实数 域 ,R 中 的 运算 集 为 |+, 2 +, A, V] MU VA,B e 
F(R), 


A+B= U A(A, * B) (1. 86) 
A-B= U A(A, - B) (1. 87) 
AB = U AC, B.) (1.88) 
A+B = U A(A, t B,) (1.89) 
AVB= U A, V B.) (1.90) 
AAB= U A(A A B.) (1.91) 


又 由 推论 1.6.3 中 的 式 (1.77) 得 , Vz e R 
(4«B)G) = V (AG) A BG)) =V (AG) A B(z-s) — (1.92) 
(4-B)(2) = V (AG) A BG)) =V (AG) A B(x -z)) — (1.93) 


(4: B) (2) = V. (AG) A BG) = V, (460 ^ B( I) ) «9 0) 


(1.94) 

(A+ B)(s) = V (A() A BG) = V, (4G2) ^ BG)) (y #0) 
(1.95) 
(A V B)(z) = V (4() A BG) (1.96) 


(A ^ B)(z) = V. (A(x) A B(y)). (1.97) 
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$1.7 了 型 模糊 集 及 其 分 解 定理 


定义 1.7.1 WE X JESEQ (L, A, V) 是 格 , 则 映射 
A:X — L,x — A(x) 
称 为 式 上 的 一 个 工 型 模糊 集 ,简称 L-F SE. 此 时 LX 称 为 论 域 ,L 称 为 值 格 ,Vx < 
X,AC(x) 称 为 x 关于 4 的 隶属 度 . 
无 上 的 工 型 模糊 集 全 体 记 为 F. (X) sk L' LB] 
F,(X) = [AI A;iX LJ. (1.98) 
定义 1.7.2 A,B e F,(X). 
(1) # Vx e X,A(x) < B(x), 则 称 4 包 含 于 B, 或 称 B 包 含 4, 记 为 4& B; 
(2) Æ Vx e X,A(x) = B(x), 则 称 4 和 B 相等 , 记 为 4 = B. 
显然 ,4 = Bex4 CBHBCA. 
定义 1.7.3 设 4,B e F,(X), Vx e X E X: 
(1) (AU B)(x) = A(x) V B(x) (1.99) 
(2) (AN B)(x) = A(x) A B(x) (1.100) 
分 别称 为 4 和 B 的 并 和 交 . 
如 果 工 是 完备 格 , 14.1te T} S F,(X), 记 


(3) CU AJ (x) = V AG) (1.101) 
(4) (YA) (Ga) = A AG) (1.102) 


分 别称 为 {4,1 t e T| 的 无 限 并 和 无 限 交 . 

定义 1.7.4 设 格 地 上 有 逆序 对 合 对 应 “”, 则 Yx eX, i 

A'(x) = (A(x))' (1.103) 

则 称 A' 为 4 的 补 集 . 

由 于 F,(X) 上 的 运算 U, ,是 由 工 上 的 运算 V, A, 定义 的 ,所 以 
(L, A, V) ÆR, WCF, (X), A, V) ER ELEDE, M F(X) 是 分 配 格 ; 
若 L 是 完备 格 , 则 F,(X) 是 完备 格 ; 若 (L, AV LO 是 具有 逆 ; 序 对 合 对 应 的 完全 
分 配 格 , 则 (F(X), Q. U, 也 是 具有 逆序 对 合 对 应 的 完全 分 配 格 , 即 FOX) 
是 模糊 格 . 

例 1.7.1 设 L= P(Y),— 

A:X — P(Y) 

由 于 (P(Y), n, U) 是 完全 分 配 格 , 则 ( F(X), N0, U) 也 是 完全 分 配 格 . 

此 时 ,4 的 隶属 函数 的 值 是 了 的 子 集 ,4 称 为 X 到 P( Y) 的 + 集 值 映射 . 
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例 1.7.2 设 L= Fo (X) 是 三 上 模糊 集 全体 , 令 
A;X — Fu (X) 
是 XX 上 的 二 型 模糊 集 . 此 时 ,4 的 隶属 度 4(x) 是 了 上 的 一 个 模糊 集 . 
例 1.7.3 L= |[a,b]lasb,a, be [0,1]}, V [a,b], [c,d] e L, Æ 
X 
[a,b] «[c,d]eSa € c,b «d 
NIC, <) 是 格 ,又 定义 


([a,b])' = [1- b,j1- a] 


是 工 中 的 伪 补 . 
VYV[a,b,] e L(t e T) E X 


LIA = [ya V6 | 


A la,,b,] = [At Aè] 


te 


则 并 是 完备 格 , 即 也 是 具有 伪 补 的 完备 格 , 令 
A:X— L 
WCX), n, U, 是 具有 伪 补 的 完备 格 ,4(x) 是 10,1] 中 的 一 个 区 间 数 . 
定义 1.7.5 i&AeF,(X),VA e Lid 
A, = ix e XI A(x) > A] (1.104) 
A, = ix e XI A(x) > Al (1.105) 
分 别称 为 工 型 模糊 集 4 的 À RRA A 强 截 集 . 
显然 ,(1)4, CA, C X. 
(2)YA e LEA < p, W A, C A,LA, C A,,A, C A. 
-定理 1.7.1 设 工 是 格 ,4,B e F,(X), VA e LU: 


(1) (AUB), 2A,U B, (1. 106) 
(2) o (An B), = À, f B, (1.107) 
(3) (AUB), 2A,UB, (1.108) 
(4) | (An B), SA, n B, (1.109) 


证 明 只 证 (41)、(2) ,其 他 类 似 证 明 . 

(1) Vx e A, UI B,Sx e A, 或 + e B =A(x) > A s B(x) > ASA(x) V 
B(x) >= AS(AU By (x) Z A=Əx e (AU B),. ELA, U B, C (AU B),. 

(22Vx e (Ar B), (AN B)(x) > AeA(x) A B(x) > AeA(x) 2 À 
HoB(x) 2AexeA,Hxe B,ex e A, NB, AAC n B), = A,  B,. 

若 工 是 全 序 集 , 曼 证 定理 1.7.1 中 的 4 个 式 子 等 式 成 立 . 
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定理 1.7.2 设 L 是 完备 格 ,iA,lte T| C F,(X),VA e Lll: 


(1) (Y A) 2U | (A), (1.110) 
(2) [O A). = m (A), (0 (1.111) 
(3) (YA ) > DU (A), (1.112) 
(4) (6 A) Sn (A), (1.113) 
者 工 是 稠密 的 完备 格 时 ,(3) 的 等 号 成 立 , 即 

(u4). = U (4), (1.114) 


证 明 ”只 证 (2)、(3) ,其 他 类 似 证 明 . 

(2)Vx € (4) -| n A, ) (z) >AS MA1) =ASVt e TQ) > 
Ae Vt e T,x e (A), ex e Q (A), BEA [ m 4.) = ñ Aa 

(3)Vx e U(A),=> 3: e T,x e (A), 3t 8 T,A,(x) > A9 V A GO > 


A» [u A] (z) > ao e [U A.) BEL U (4), C [u A.) 


ELERTE, (O) 的 推导 过 程 的 道 全 成 立 , 故 { U4,】 = A), 
定理 1.7.3 设 工 是 完备 格 ,4e F,(X),lolte T| C L, V a, =a, 
AS = B, 则 : 


(1) A, = Q Aa, (1.115) 
(2) A, 2 U Aa, | (1.116) 
(3) A, C n Aa, | (1.117) 
(4) A,2U Ao, (1.118) 
车工 是 稠密 的 完备 格 时 ,(4) 的 等 号 成 立 , 即 | 

A, = U Ae (1.119) 


证 明 ”只 证 (1)、(4) ,其 他 类 似 证 明 . 

(1) 因为 V a, = a= Vt e T,o, € aA, C Aa, A, C N Aa,- 

反之 ,Vx E N Aa, Vt e T,x e Aa, Vt e T,A(x) > a, A(x) 2 V a, - 
ax e 4 一 N Ao, C 4。 所 以 4。= N Aa, 
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(4)Vx e U Aa, 3t e T,x € Ao,» 3t e T,A(x) > a, A(x) > ^ a, - 


Bx € Ag PEVA, U Aa, c Ag 


车 上 是 稠密 的 完备 格 时 ， 
Vx ehAs=A(x) >B = A a,» Jt e T,A(x) > a, » B dte Tix e Ao, 


x e U Aa, 2A, SU4Qa 放 4 = U Aq. 
:eT teT eT 


AA, 


推论 1.7.1 设 工 是 完备 格 ,4 e F(X), W: 


(1) A, = NA, (1. 120) 
(2) A, 2U A, (1.121) 
(3) A, € n A, (1.122) 
(4) A, 2 U A, (1.123) 
车 上 是 稠密 完备 格 时 ,(4) 的 等 号 成 立 , 即 

A, = Y Ay (1.124) 
定理 1.7.4( 分 解 定理 1,2) ” 设 工 是 完备 格 ,4 e F(X), W: 
(1) A = U AM, (1.125) 
(2) A 2 U A, (1.126) 
若 虐 是 稠密 完备 格 时 ,(2) 的 等 号 成 立 , 即 

A = U M, (1. 127) 


证 明 (1) ( U a4, ) (a) =V AAA G)) = V Q A AG) 
EE - A(x). 


所 以 A = U AM. 
(2)VA e L, A, C A,, 


AQ) = V QA A AG)) m V QA V AG) = [U AA. ] (2) RADU 


# L 1 B 85 BJ Se Ar 48 , 

( U AA.) (x) =V AAA (x)) = V. OA AA(x)) = VA = A(x), 
所 以 4 = U, AA, 

338 1.7.5. 设 了 上 是 完备 格 ,4,B e F,(X) M: 

(1) A C BeVÀ ec L,A, C B, (1.128) 
(2) = Be VÀ c L,A. = B, (1.129) 
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若 上 是 稠密 的 完备 格 , 则 

(3) AC Be VA e L,A, C B, (1.130) 
(4) A = BeVÀ e L,A, = B, (1.131) 
证 明 ”因为 4(z) = V (À A 4G) BG). = V (Q A B, GO) JU: 
(1)A G Bee Vx e X,A(x) < B(x)eVx e X,A,(x) < B (x)e@A, CB, 
(2)A = Bee Vx e X,A(x) = B(x)e»Vx e X,A, (x) = B,(x)e4, = B, 
(3) 和 (4) 的 证 明 类 似 . 

定理 1.7.6( 分 解 定理 3) — UE LIE SUE BUE AR LA e FLCX) ,车 映射 H:L 一 

P(X) 满足 :YA e L,A, C H(À) C 4,, 则 


(1) A = U AHC) (1. 132) 
(2) À, € A;=H(A,) € H(A) (1.133) 
(3) A, =Q Hla) (À #0) (1.134) 

A, =U Hla) (À # 1). (1.135) 


证 明 (1)VA e L.H TA, C H(A) CA, WA =U AA, C U AH(A) 

& U AA, = 4, 所 以 4 = U AH(A). 

(2)A € 4,29H(A,) C A,, C A,, € H(A). 

(3)A #0 Rf, Va < A,H(a) 2 A, 2 A,, Brut n Hla) 2 A,. 又 因为 
Q Hla) € n A, = 4 所 以 4 = Hla) 

BIR, A 5*1, Va > A,A, 2A, 2 H(a) ,W] A, 2U H (o). 

Vx e A, mA(x) > A2 3a e LA(x) > a > A,23Ja e Lx eA, C 
H(a) =x e U H(o)24, eU H(a). 所 以 A, - U H(a). 


81.8 工 型 模糊 集 的 表现 定理 


定义 1.8.1 WX Rie LEZAR, ARI HL POX) WE: 
(1) YA,u € L,À < 人 , 则 


H(u) € HOA) (1.136) 
(2) Ela, re TI C Li = V A, BI 
O HCA) EN Hla) (1.137) 


则 称 瑟 是 关上 的 一 个 上 型 集合 套 , 人 XX 上 的 上 型 集合 套 全 体 记 为 H,(X). 
注 : 若 二 是 稠密 的 完备 格 ,由 式 (1. 136) 可 以 推导 出 式 (1. 137). 
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事实 上 ,Vx e n H(A) S Vt e Tx e HOA) HEP A = V ALLE Ve c A. 
Jte Tja < A, <à, Mj Ya < A,x e H(a)—x E N Hla). 

所 以 N HOA) E n H(a). 

定理 1.8.1 设 工 是 完备 格 ,V4 e FX) 

(1) VÀ e L,H(A) = À, 

(2)VA e L,H(A) = A, 
BJ HRE X EB) L MES £. 

证 明 (1) HER A, S A;=H(A,) € H(A,). 

É À = V As e D HO) V e T,x e A, 2 Vt e T,A(x) Z A,,A(x) 
> VA, = À=x e A= V e < À,x eA, = H(a)ex e N H(a). 

所 以 fL HO en H(a). 

同 理 证 (2). 

定理 1.8.2 设 工 是 稠密 的 完备 格 , 若 Ya c L, 

A, C Hla) C A, 

则 五 是 上 的 一 个 上 型 集合 套 . 

证 明 #A x AU . 

H(À,) C A, GA, C H(A) 
WA =V A MI 
D HOA) ENA, = A, =N, H(a) 

dk HjÉLSEdSE 

定义 1.8.2 WL EER, H , H, e H,CX). 

(1) # VÀ e L,H,(A) S H(A), WK H, &j& H, i279 H, € H,, 

(2)# VÀ e L,H,(À) = H(A), WKH, 和 H, 相等 , 记 为 H， = H. 

WAR.OH,(X), C) 是 偏 序 集 . 

定义 1.8.3 设 和 Hite TI CH(X),VA e LE X 


(NH) Q) =A H(A). (1.138) 
定理 1.8.3 RH Ite TI C H(X), M O H, e H(X). 
证 明 EA uA V: e THC) C HOO CD HQ) C 0 HO) ,从 
而 { B.) (a) C [n n.) Q). 


另外 , 令 A = V A EN H, e H.(X) JU 0 HQ.) C Q HC). 
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FEN nH(O)Cn NHC) ATENA n B(A) C Q D HC) Wi 
MDE) A) En [n n) 

所 以 N H € H,CX). 

X 1.8.4 İH, te TI C H,CX) ,分 别称 


(1) n H, (1.139) 
(2) UH, «n [He H(X)! Vire T H, G B| (1.140) 


HIH, I t e T|] 的 交 和 并 . 
注 : 由 于 {Hlte TI 通常 的 并 不 一 定 属于 H.C(X) , 故 UH 由 式 (1. 140) 定 
X. 
代数 系统 (H,(XX),， N, U) ÆR(1 139) , 535 (1.140). 的 定义 下 是 完备 格 ， 
H,(X) 的 最 大 元 记 为 ,最 小 元 记 为 8, 即 VA e L 
X(A) = X,B(A) = Ø. 
定义 1.8.5 设 L 是 完备 格 ,VH,,H, e H (X) 4E HCX) 中 定义 关系 “~” 
为 :VAeL 
H, ~ Hes N Hila) = N B,(oa) (1.141) 
容易 验证 " ~” 是 H,( X) 中 的 等 价 关系 . 
VH e H,(X), 记 


[H] = IH, e H(CX) | H, ~ H| (1.142) 
H (X) = I[H]! H e H,(X)]. (1.143) 
定理 1.8.4 Ut L JS scr VH < HX) ,有 
(1) Y Ha) = YN, HOD (1.144) 
(2) ` Q Ha) = nU HD. (1.145) 


证 明 (1) B < a,H(a) C HCB) B H( a) S Q H(B) ,从 而 

9, HG) € Up, 80D. 
BSk, h LARE, K a > 入 时, du 8 La > u > À, 

H(a) € H(a) € H(A), 
从 而 n H(B) € H(u) € U Hla), U n H(B) C U Ha). 
所 以 YA HG) =Y, H(a). 
同 理 证 明 (2). | 
定理 1.8.5 WE L EPS SCRI VH ,H, e H(X), YVA e L # 

H ~ me Ú H (a) = Ú H,(a). (1.146) 
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证 明 AAH, ~ He Q MCa) = Q Hla) 从 而 
Yla) = 9 (00) =u, (80) = U, HG. 
反之 , 设 U H (e) = U HCo). Aff 
Qi) = 0 (uon) «o (9o) en en 


所 以 H, ~ H. 
定理 1.8.6 设 上 是 秽 密 的 完备 格 ,VYH e H,(X), 记 


Falà) = Q HCo) ,EslA) = U H(a) (1.147) 

则 (1) F, RE, H[H] 惟一 确定 ,县 FF, e H(X). 
(2) VH e [H], F S H C F, (1.148) 
(3) À < p, W Falu) € FíCA) (1.149) 
(4) Q Fala) = N Fula) = F,(A) (1.150) 
U F(a) = U Fula) = FO. (1.151) 


WEB] (1) 由 等 价 条 件 式 (1.141) 3X (1.146). A0, F, 和 Fa EH) 惟一 确 


VAN e L, A <p, W Hu) € H(A) ,从 而 
F,(u) = f H(a) € Q Hla) = F,GOD Pap) 
= U H(a) C U H(a) = F,Q). 
jà lte TI C LBA = V A 出 
(FQ) = QQ H) =N IQ)! Vre TR <A} C TIHQD T8 < V A. 
=N iH(B)l B «Al = Q H() = F (A) € N Fala) 
所 以 F, e H,( X). 
HF Vo > A,H(o) GHA), WEA) = U Hla) C H(A), 从 而 
Q, £09 EM IA) EN Ae) = NYHA =O, Enla) 
所 以 Fs e H,CX). 
(2) 上 面 已 证 YA e L,F,CA) CH(A), 故 Fs CH 因为 Ya <A,H(A) € 
H(a), 故 H(A) EN H(a) = Fn(A) BH C Fa, PAVA Fy C H C PF,. 
(3) €A < 内 ,由 于 上 是 稠密 格 , Ja e LjA < a <u, WH) € H(a) € 
H(A) ,从 而 
F,(u) = Q HCB) C H(a) eU H(g) = F4(A). 
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(4)VA eL 
N Fa (a) = QU, HO) = Q H(a) = F,(X) 
N Fa (a) = QA HG) = Q HO) = F,(À) 
所 以 Q Enla) = n Fala) = Fy) 
间 理 证 Y, Fla) = U Fala) = F4(A). 
为 了 定义 等 价 类 的 运算 , 现 证 明 并 、 交 运算 与 代表 无 关 . 
定理 1.8.7 设 工 是 稠密 的 完备 格 ,H,H* e H (X)(t eT), H Vt e T.H, ~ 
H; , Wi 


(1) QH, -0 H: (1.152) 
(2) UH, = U HÇ. (1.153) 


证 明 (1) H+ Vie T N H,(a) = Q H; (a), W 
n (n H, ) (e) -nnH(a) =n n H(a) = n n H` (a) 
w <À te T ax«AteT teTacA te&Ta <À 


=N H: (e) = ñ (na ) Ca), 
所 以 QA ~Q H. 
(2) 由 于 Vt e T, U H, = U H; , 则 
U CU H) (a) = UU H(a) =U Y Hla) =U U H; (a) 


w >À te 


= U U H; (a) = U (Y, H; \ (a) 


所 以 UH, - U R;. 

定义 1.8.6 设 工 是 稠密 的 完备 格 

(0) V[EH,], [H] € Hi (X) X V H, € [H,] ,H, € [H,],H, C R, Wi] fy 
(H,] &&LH,] iE LH) € LH]. 

(2) &I[H]! te TI C R; (X) ic 


Un = [oa] (1.154) 
un = [our] (1.155) 


分 别称 为 集合 套 类 {[H,]1 4 e T|] 的 交 和 并 . 

由 于 集合 套 类 的 运算 是 由 集合 套 的 并 、 交 运算 定义 的 ,所 以 ,ZL 是 稠密 的 完 
备 格 时 ,( Hi (X), N, U) 是 完备 格 . 

定理 1. 8.8( 表 现 定理 ) — VEL 是 稠密 的 完备 格 , 令 f:Hi (X) — F,(X), 
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V[H] e Hi (X) 


KEH]) = U AHCA) (1.156) 

MÜ f JE H;(X) 8| F,CX) 的 双 射 , 且 VA eL 
(f([H])), = F,(AÀ) (1.157) 
(f#([H])), = F,(À). (1.158) 


WEB] ” 先 证 /是 映射 . 
V[H] e H; (X), BE,CA) € H(A) S F(A), W 
U A F,(A) € U AH( C U AFSQQ 
由 于 工 是 稠密 的 ,YA e L-01,3a e LO <a <À, B F,(A) € F,(a), 
则 
UL AFa(A) = D AFA) € U a F,(a) 
所 以 Y, AF1 (A) =U A F(A) = U AH(A). 
由 于 F,,F, ARCH] 惟一 确定 ,从 而 
f([H]) = U AHQ) 
是 惟一 的 , 即 f 是 映射 . 现 证 (/([H])), = Fs(A),(f(LHI)), = Fy(A). 
Vx e Fa(A), 由 fA[H]) = U AF,(A) 知 ， 
ALH])(x) = Va A F,(a)(x) 2A A F,(A)(x) = À, 
则 x e (/([H])),,BB F,(QO € KER]),. 
反之 ,Vx e GOHDO, BEC H))) (x) > A. 
RCHDOGO =V A AFA) C) = V, lal x e F/A)] & 2A 
Mj Jfa lte T fE V À, =a, Hx e F(A)(YVte T). 
a e PA) € Q F,(A) = FG) € F,(A) BEEGCUD, € Pu(A)， 
所 以 (FALH])), = F,CA). 
同 理 (f( [81)), = FA). 
最 后 证 了 是 双 射 . 
i#[H,],[H,) e HOO E f([B,)) = KCUn)) WI 
F, (A) = GGH,DDO, = (/([RB,])), = FAO) 
即 n H,(o) = N H,Ca) EH, ~ H, ,所 以 [有 下] = LH], BD f£ SR RT. 
VA e F,CX) , & HL P(X) 为 YA ec L, 
H(A) =A,- 
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则 H, < H,CX) , 故 3[HR,] e Hi CX) ,使 
KLH,]) = U AH,(A) =U AA, = À 
于 是 /是 满 射 ,所 以 /是 双 射 
定理 1.8.9 设 工 是 稠密 的 完备 格 , 则 代数 系统 (Hi (X), N, U) 和 
(F,(X), n, U) 同 构 . 
证 明 LEE 1.8.8 0: H; (O — FLOO KCLH]) = U AHA) JEXUR. 
现 证 /是 同 态 映射 
RILA] Ite T)I S H; (X) ie 
f) = AH) = QA, 
则 F (A) = UD), = CLA), = O (A), = 0, GO), 
=Q F,(A) = (N Fa) (A) 
BD F, = Q F, 
由 此 f( nm) =f( n Fn) =F) = fB) = QA. = QS), 
所 AN [EH]) = KEn B) = f( OH.) = ASH) en f(Unp. 
现 证 fCU [H,]) = U AEA)). 
Vie T,HCURH,WIH] C [UH] =Ü LE), & f(| H,]) SACU, 
[A,]) ,所 以 U CLILD) € /[ u Ln.) ). 
反之 ,由 于 f 是 满 射 ,3[H] e Hi (X) ,使 
KE8) = O f([R,]) 
于 是 AU [A] = Cn {HII V: e T,[H,] C [H]}) 
=N {ALHI)! V: e T,[R.] C [H]! 
因为 Vie TUA) CU U C) C [H] Ami f[ Y LHI) S /([8)) = 
[UU APE 
所 BA( UY CHI) =u CR.) 
BICH? (X), n, U) = (F(X), n, U). 
推论 1 8.1 d LESEN VH e HOO 
fH) = U AH(A) 
RI fE H, CX) 到 F,CX) 的 满 同 态 映射 , 且 
(1) (/(H)), € H(A) € (OD), (1.159) 
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(2) (CH)), = N H(a) = F,(A) (1.160) 
(f(H)), =U H(e) = F,CQ1). (1.161) 


81.9 工 型 模糊 集 的 模 系 运算 


BL, m) 是 偏 序 集 , 并 设 了 有 惟一 的 最 大 元 1 和 最 小 元 0. 
若 映射 人 :Lx 上 一 上 满足 : 


(1) A(0,0) 20,A(1,1) = 1 (1.162) 
(2) A(a,b) = A(b,a) (1.163) 
(3) a € c,b <d, W] ^(a,b) < A(c,d) (1.164) 
(4) ACACa,b),c) = A(a,A(b,c)) (1.165) 


则 称 A 为 工 中 的 一 个 三 角 模 . 
# Vae L,A(a,1) = a, 则 称 A XTR, WA T; 
# Ya e L,A(a,0) =a, MF A 2 S SE WA S. 
若 映 射 N:L 一 上 满足 : 


(1) Va,b e L,a <b, 则 N(b) < N(a) (1.166) 
(2) Va e L,N(N(a)) =a (1.167) 
则 称 N 为 上 中 的 伪 补 . 
定理 1.9.1 上 上 的 7T 模 和 5 模 满足 两 极 律 , 即 Va e L, 
T(a,0) = 0,S(a,1) «I (1. 168) 


证 明 ”由 于 T(a,1) =a, W T(0,1) = 0, 又 由 单调 性 知 ， 
0 = T(0,0)  T(0,a) < T(0,1) = 0 
EX T(a,0) = T(0,a) = O 
同 理 证 S(a,1) = I. 
设 六 是 工 中 的 伪 补 ,了 和 3$ 是 过 中 的 了 模 和 3 模 , 若 满足 :Va,b 8 L 
N(T(a,b)) = SCN(a) ,N(b)) (1. 169) 
N(S(a,b)) = T(N(a) ,N(b)) (1.170) 
MFR TA SATF N 相互 对 偶 , 简 称 为 对 偶 . 
定义 1.9.1 设 (L, <) 是 偏 序 集 , 了 、S 是 工 中 的 了 模 和 3 模 ,w 为 工 中 的 伪 
补 , 若 7,S 关于 N XE WERL, S, T, N) A LARR. 
(1) 若 满足 :Ya e L 
T(a,a) = a,S(a,a) = a (1.171) 
MARTIR £. 
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(2) 若 满足 :Ye,b e L 


T(a,S(a,b)) = a (1.172) 
S(a,T(a,b)) = a (1. 173) 
则 称 为 吸收 模 系 . 
(3) 车 满足 :Va,b,c 8 L 
T(a,S(b,c)) = S(T(a,b),T(a,c)) (1. 174) 
S(a,T(b,c)) = T(S(a,b) ,S(a,c)) (1. 175) 
则 称 为 分 配 模 系 . 


定理 1.9.2 设 (2,<) 是 偏 序 集 , 则 工 上 的 分 配 模 系 是 吸收 模 系 ,吸收 模 系 
是 寡 等 模 系 . 

证 明 考 工 是 分 配 模 系 , 则 Va, e L 

T(a,S(a,b)) = T(S(a,0),S(a,b)) = S(a,T(0,b)) = S(a,0) = a 

S(a,T(a,b)) = S(T(a,1),T(a,b)) = T(a,S(1,b)) = T(a,1) = a 
所 以 上 是 吸收 模 系 . 

设 工 是 吸收 模 系 , 则 Ya e L, 

T(a,a) = T(a,8(a,0)) = a,S(a,a) = SC(a,T(a,1)) = a 
MA LERTA. 

3538 1.9.3. (L, <) 是 偏 序 集 , 若 工 是 客 等 模 系 , 则 Va,b e L 

a € beT(a,b) = aeS(a,b) = b (1. 176) 
证 明 ra x ba = T(a,a) < T(a,b) < T(a,1) = a, T(a,b) = a. 
反之 , 若 T(a,b) = a, 则 
a = T(a,b) < T(1,b) = b, 故 a 专 4b 

同 理 证 ax beS(a,b) = b. 

定理 1.9.4 设 L 是 格 , 则 (L,5,7T,N) 是 吸收 模 系 的 充分 必要 条 件 L 是 窒 等 
KR.E 

T(a,b) =a Ab, S(a,b) =a V b 
证 明 DR ES # E hr SF ES Z D UE. 
设 工 是 宕 等 模 系 . 由 于 
T(a,b)  T(a,1) = a,T(a,b) < T(1,b) = b, 

Mj T(a,b) <aAb. 又 因为 T(a,a) =a, 则 和 Ab= TíaAb,a Ab) «T(a, 
b) K T(a,b) = a ^ b. 

同 理 证 S(a,b) =a Vb. 

ETLAT V, A 满足 吸收 律 , 则 并 关于 $, 了 满足 吸收 律 ,所 以 二 是 吸收 模 
系 . 
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推论 1.9.1 BLER, EL, A, V) 不 是 分 配 格 , 则 工 中 不 存在 分 配 模 系 . 

证 明 ”车 L 中 存在 分 配 模 系 (L,5,T,N) , 则 工 是 吸收 模 系 和 壹 等 模 系 , ER 
等 模 系 中 ,3 = V ,7 = 人 ,所 以 (L, A, V) 是 分 配 模 系 , 与 假设 矛盾 W L ih S 
在 分 配 模 系 . 

推论 1.9.2 WE LE BUR (LIST, N) 是 分 配 模 系 等 价 于 二 是 吸收 模 系 ， 
等 价 于 了 是 寡 等 模 系 ,等 价 于 工 中 的 格 运算 V = S, Á = T. 

WL-[0,1]],B-F(L, V, A) 满足 天 等 律 ,吸收 律 ,分 配 律 , 则 上 中 不 再 存 
在 其 他 满足 分 配 律 ,吸收 律 和 寡 等 律 的 模 系 . 

定义 1.9.2 iE(L,S,T, N) 是 模 系 ,在 FLCX) 中 定义 运算 UM QU VA,B 
e F,(X), 


(1) (A UB)(x) = SCA(x) ,B(x)) (1.177) 
(2) (A mn B)(x) = T(A(x) ,B(x)) (1. 178) 
(3) A'(x) = N(A(x)) (1.179) 


则 称 4 WB 为 4 和 B 的 S$ 并 ,A BONS A # B RS T 36 ,A' 28 A 的 伪 补 . 
定理 1.9.5 XE (L,S,T,N) ERA, WCF, (X) U, (,) ERR. 
证 明 ”由 于 运算 uU, 是 由 5,T 定 义 的 ,所 以 它们 满足 模 系 中 的 相应 性 质 . 
现 证 “'” 是 伪 补 和 有 对 偶 律 . 
若 4CB, 则 Vx e X,A(x) < B(x) ,由 此 
B'(x) = N(B(x)) < N(A(x)) = A'(x) 
即 B'C 4', 所 以 “'” 是 递 序 映射 
(A')'(x) = N(A'(x)) = N(N(A(xz)) = A(x) 
BI(A')' = 4, 所 以 “'” 是 对 合 对 应 . 由 此 “'” 是 F,( X) 中 的 伪 补 . 
最 后 证 明 对 偶 律 . VA,B e F,(X),x e X. 
(4nB) xz) = N((AmB)(x))) = N(T(A(x),B(x))) 
= S(N(A(x)),N(B(x)) = S(A'(x),B'(x))) = (4 8 B')(x) 
即 (4 AB)’ = A' UB. 
同 理 证  (AUB)'- A'mB'. BACF,CX) , m, 0, ) 是 模 系 . 
定理 1.9.6 — EE (L,S,T,IN) Er BO CUR CREAR) ER WFX), U, 0,7) 
也 是 分 配 (吸收 , 需 等 ) 模 系 . 
容易 验证 ,从 略 . | 
E LEZER, (LS, TN) ERR, Ha, e L(n e N) ,由 于 S 和 TT 满足 结合 
& , 记 


n+l n 
Sa, = S(( Sa)),a,,) (1. 180) 
i=l i=l 
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n+l n . 
Ta, = T(C Taj) ,a,,) 
1 izl 


令 5, = Sa,,T, = Tai(n > 2) 
显然 a, = SŠ, < S, < 
a, = T, > T, > : 
定义 
Sa, = V S, 
n=1 n=l 
Ta, = 入 T. 
nzl nzl 
定理 1.9.7 WE LESER LCLLS,T,N) 是 模 系 , 则 
(1) X Ja, e L,a, = 1,ll] Sa, = 1,25 da, e L,a, = 0, 则 
nzl n 
(2) #j|a | n e N] = la, | n e N}, 9 Sa, = Sa,, Ta = 
nzl nz n=1 
(3) NCTa,) = S N(a,) 
N( Sa,) = T N(a,) 
n=1 nzl 
证 明 (1) 因为 a, = 1,9 S, = 1, 故 Sa, = V S, = 1. 
n=l n= 
同 理 , 若 ac，= 0 , 则 T a, = 0. 


n 


(2) 48, = 


Ta , 则 VneN,dim,c N ,使 ja ,a,,，… ,a.1 C la 
i=l 


a, | 


于 是 5, < 5,, 则 有 


同 理 证 明 Sa, < 


所 以 $a, 
(3) H T N Æ L rp S 8b , Dj 


N( Ta,) = N( Á T.) = V NO.) = V NCTa,) - V S N(a.) 


pi ^ 
Sa, 
n=l 


= V S,(N(a,)) = S N(a,). 


同 理 证 明 NC Sa,) = TN(a,) 
B LEREM, (LS TN) 是 模 系 ,1a,1 te T| C Lug 
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(1.181) 


(1.182) 
(1.183) 


(1. 184) 


(1.185) 


(1.187) 


ELTE 
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Sa, =V ÍS(a, ,a lt e T,1 <s i= n,n eN] (1.188) 
:eT ^ 
Ta, A fT(a,,:,a, )l t; e T1 &i & n,n e NI (1. 189) 
ter ^ 


iiAlteTI CF,(X),id 


( UA,) (x) = SA(G) (1. 190) 
(m A) 6) - TA,(z) (1.191) 


分 别称 为 t4,1 ce TI 的 无 限 S 并 和 无 限 7 交 . 


定理 1.9.8 设 工 是 完备 格 ,(L,5S,7T,N) 是 模 系 , IA, l re TI C F(X), 则 


£ VAeL, 
(1) (9A), 2U (A), (1.192) 
(2) (04), 2U (A), (1.193) 
(3) (mA), EN (A), (1.194) 
(4) (842, Sm (4), (1.195) 


V t, 


故 


证 明 ”只 证 (1)、(3). 

(1) Vx e U (4), dt, e T,x e (A), >It e T,A (x) 2 À, A 
e T,S(A (x) ,.A,(x)) > A, (z) > A, 而 

(gu A)(G) = SA(Q) = V [SCA (x) A (0) FL t e Tí; n| >À 
x € (YA) BIA, U (AJ, C CU A, 

(3) Vx e C RAD, 2C AA) (x) > AS TA (X) > AA (T(A, (x) ,i, 


A, (x)) |t; eT, sini z A2 Vt; e T,AL(x) 2 A, Vt, e Tx e (A), 
e N (A,),. 
te T 


FACA AJ CO (A), 
定理 1.9.9 设 工 是 完备 格 ,(L,5,7,N) 是 模 系 , 若 falte TI C€ L, = V 


{alie TI,B=A lele TI,VA e F(X), W: 


(1) A, C n Aa, (1.196) 
(2) A, EN Aa, (1.197) 
(3) A, 2 U 4a, (1.198) 
(4) A, 2 U Aa. (1.199) 


WR 只 证 (1) (3). 
(1) Vx e A,z2A(x) 三 wal(teT) 一 VieTze4a 一 YE N Aa, f 
A, E n Aa. 
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(3) Vx e U Aa,» Jt € T,x e Aa, —Á(x) Z a, > fix e 4,, 故 
A, 2 U Aa, 
定理 1.9.10( 分 解 定理 ) Ü L E SG 3⁄8, (L,S,T,N) 是 模 系 ,V4 e 
F,(X),# VxeX 
A(x) = V TCA,A (x)) (1. 200) 
其 中 A, (x) 是 A, 的 特征 函数 . 
证 明 V TOLAQ)) = VU TOGA, Q0) = V À = AG). BEA 
A(x) = V TO, A, Q0). 


$1.10. 模糊 关系 


定义 1.10.1 设 X,Y 是 论 域 , 笛 卡 儿 积 x 了 Y 的 一 个 模糊 子 集 称 为 X 到 Y 
的 一 个 模糊 关系 ,简称 为 关系 , 记 为 R, 即 Re F(X x Y). 
特别 地 ,X = 了 , 则 下 关系 民 称 为 天 中 的 下 关系 , 即 Re F(X x X). 
例 1.10.1 ZAR R 上 的 * 远 远 小 于 y 的 下 关系 及 为 
0, x Z y 
R(x,y) = [! + 1 


00 | r< 
(y- x) 1 ' , 


FE, XCRLY AUR ËR 16 38 U X E Y B8 — A F 5 £u] UON — 1 OB Be R. 

例 1.10.2 设 身 高 论 域 X = (140,150,160,170,180] ,单位 是 厘米 . 体重 论 
域 Y = 140,50,60,70,801 ,单位 是 公斤 . 身高 和 体重 之 间接 近 标 准 体重 的 模糊 
关系 可 以 写 为 一 个 表 , 如 表 1.1 所 示 , 从 而 可 以 记 为 一 个 模糊 矩阵 . 


表 1.1 
体重 40 50 60 70 80 
身 高 _ i 1 L 
140 [og 0.8 0. 5 0.2 0 
— 一 一 
150 0.8 1 0.8 0.5 0.2 
dL 
160 0.5 0.8 1 0.8 0.5 
L d t — K 
1o | 0.2 0.5 0.8 1 0.8 
: L — | 
180 0 0.2 0.5 0.8 1 
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写成 矩阵 形式 
1 0.8 05 02 0 
0.8 1 -0.8 0.5 0.2 
R= 05 08 1 08 0.5 
0.2 05 08 1 0.8 
0 02 05 08 1 | 
定义 1. 10.2 设 X 和 Y 是 有 限 论 域 , 则 称 X 到 了 的 一 个 模糊 关系 为 一 个 
模糊 矩阵 . 简称 下 矩阵 , 即 | | 
R:X xY— [0,1] (1. 201) 
x= |w, s.l Y = [yy 2 y ] IR = (n), E m £T n IER, 
< i=<m,0 =< j=:n, | : : 
r; = R(x,,y;) 
”显然 ,0 < rim 1,rs 表示 zx, 和 yy 关于 RR 的 关系 程度 . 
定义 1.10.3 ibR,Se(XxY),zgX:; 
(1)R G5 当 且 仅 当 Y(x,y) e X x Y, 


R(x,y) < S(x,y) . (1.202) 
(2)R = S 当 且 仅 当 V(x,y) e X x Y, 
R(x,y) = S(x,y) (1. 203) 
定义 1.10.4 iE R,S e F(X x Y), E 3: 
(1): (RU S)(x,y) = R(x,y) V S(x,y) (1. 204) 
(2) "(Rf S)(x,y) = R(x,y) A S(x,y) (1. 205) 


(3) R(x,y) 21- R(x,y) (1. 206) 
分 别称 为 尺 和 3 的 并 关系 、 交 关系 和 RR 的 余 关 系 . : 
—fRHb IR Ite T|] C F(X x 了 Y), 则 定义 


(UR) Guy) = V R(x,y) (1.207) 
CU R) Gy) = A R (ny) (1. 208) 


容易 验证 (F(X x Y), V, A, 是 软 代数 系统 . 
定义 1.10.5 W Re F(XxY),V(x,y) e X x Y,id 
| R'(y,x) z R(x,y) (1. 209) 
则 称 R 为 RR 的 逆 关 系 , 或 称 为 转 置 关系 . 
定理 1.10.1 设 R,S e F(X x Y) Bj. 
(1) .. 4, RCSeR'cs' f (1.210) 
(2) (RUS) =R' US (1.211) 
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(RAS) = R? NS (1.212) 
(3) (R) = (R7) (1.213) 
(4) (R')' = R (1.214) 
— b, IR Ire TI C F(X x Y). E I 
(5) (CU R)" = U R^ (0 (5215) 
(6) (n R) = (Y R. (1.216) 


证 明 ”只 证 (2) ,其 他 显然 . 
(2)(RUS) (yx) = (RU S) (x,y) = R(z,y) V S(x,y); i 
= R '!(y,x) VS" (yox)  (R' U S")Cy,x). 
HCR U S) = R? U S~. | 
同 理 证 (RAS) = R' n S”. o 
特别 地 ,R = (ry) maS = Cy) na 是 模糊 矩阵 , 则 


(1) R G See V i,j, S s; (1.217) 
(2) R = SEOVijr = s; . (1.218) 
(3) RUS= (ry VS - (1.219) 
(4) RNAS = (r; N Si), (1.220) 
(5) R = (1 -r;) mx (1.221) 
(6) R^ = (ri), (1.222) 
其 中 Ti = r; 
02 O. 01 03 
例 1.10.3 设 R=| 中 ， = | Ju 
01 0.7 01 06 
(1)R Ç S,S C R. arus = (0 ^]. 
01 07 

01 03 08 0.7 
(3)R n $ = ( ) (4)R' - [ | J 

0.1 06 0.9 ..0.3/ 

4, [02 01 
(5)R = | J 
03 0.7 

€X 1.10.6 ibReF(XxY),VA e[0,1],ic 
(1) R, -i(x,y)e X x Yl R(x,y) =A} B (1. 223) 


(2) R, = ((x,y) e Xx Yl R(x,y) > A) (1. 224) 
Wk R. X R BJ A 截 集 , 称 R, A R BLA 强 截 集 .. Ë 

定理 1.10.2( 4 GE XR) — WE R e F(X x Y),MJ: 

(1) R= U AR, (1.225) 


Ae[0.1] 
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(2) R= U AR, (1.226) 
Ae[0.1] ` 

(3) R= Y AMCA) (1.227) 


其 中 Hi:[0,1] > P(X xY), H Và e [0,1],R, C H(A) C R, 
定义 1.10.7 iRReF(XxY),Se F(YxZ) ,定义 一 个 X 到 Z 的 下 关系 
R° SH Vx e X,z e Z, | 
(Ro S)(x,z) = V (R(x,y) A S(y,z)) (1.228) 
则 称 R。5 为 R 和 S 的 合成 关系 ,或 称 为 RR 和 5 的 乘积 . 
定理 1.10.3 iU R,R,,R, e F(X x Y),5,5,8, e F(Yx Z),Q e F(Z x 
W) , 则 : 


(1) (RoS) Q = R° (S° Q) (1.229) 

(2) Re (S, U S,) = R° S, U R° S, (1.230) 

(R UR,)° S = R ° SUR,° S (1.231) 

(3) (R nR,) SCR SNAR oS (1. 232) 

R. (S, n S,) CReS, n R° S, (1.233) 

(4) 若 R CR, WJ R ° SC R,° S (1.234) 

i 若 S CS, 则 RoS, CR。S, (1.235) 

(5) R»I,-LR-R (1.236) 

R° 0, =0,° R = 0 (1.237) 

(6) (R»«S)'zsS'.R' (1. 238) 
一 般 地 ,Re F(X xY), {R |t e T)C F(XxY),Se F(YxZ),tSl te T)C ` ` 

F(Y 42) , 则 
(7) Re (U S.) = U R° S, (1.239) 
(8) (UR) S =UR,° Š (1.240) 


EErh,Vx,y e X, 


ly) = l == 
x x y 
O,(x,y) = 0. 
UERR 只 证 (1)、(2)、(6). 
(1) V(x,w) e X x W 
Re S). QU Gu) = V, ((R+ S) G2) A Q(z,w)) 
= V (( V RCY) A 8022) A QG)) 


= V V (R(x,y) A SG) A Q(z,w)) 


Š -- 


# 


n's MP 
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= V (R(x,y) A (V, (S(y,z) A Q(z,w)))) 
= V (R(x,y) A (Se Q)Cy,w)) 
= R° (S° Q)(x,w) 
所 以 (R。S)。0O=R。(S。0). 
(2)V(x,z2)e X x Z, 
(R° (S, U S,)) (x,z) = V (R(x,y) A (S, U S,)(y,z)) 
= V (R(x,y) A (Si(y,2) V S,(y,z))) 
= V (R(x,y) A (S,(y,z))) V (R(x,y) ^ S,(y,z)) 
= (V Ry) A (S,(y,z))) V CV, (R(x,y) A S,(y,z)) 
= (Re S.)(x,z) V (Ro S) (x,z) 
= ((R» S.) U (Re $,)) (x,.z) 
所 以 Re(SjUS) = R° S, U R° S, 
同 理 证 (R UR,)° S = R,° Š Ú R, ° S. 
(6)V(x,z) E X x Z 
(Ro S) "(z,x) = (Re S)(x,z) = V R(x,y) A S(y,z) 
= VS Gu) AR'(y,x) = (S ' ° R ')(z,z) 


所 以 (Re S) = S", R", ' 
特别 地 ,R = (r;),a S = 54) ixa 是 模糊 和 矩阵 , 则 ” 
Ro S = (tj) mxa -T (K 241) 


其 中 t; =V, Cra ^ Sy). 


a 


0.3 0.2 0.1 0.2 01 

ËJ 1.10.4 LLSEN : nr S$ =|0.5 0.3 Hil 
04 06 02 : 
0 07 


02 02 0.2 02 0.1 
Res = [5 J: S-R-|03 03 0.2 
0.5 0.3 
04 06 02 
—RUES R ° S > S° R. 


auos e (E M od el a 
Rasos (yy vi) mans (u oj 


从 而 (RMS). Q= (Ro Q) n (S: O). 
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则 称 


# WN 39 5 38 8 UR 


定义 1.10.8 4R e F(XxX),id 
R° -HL,R'ZRQRÜU-ReSRQOQRUZ RUGR,e 
R" J R HJ) n YR. 
538 1.10.4. iE R,S e F(X x X), W. 
(1 ÆRC S, M VneN,RCS 


(2) Ro R = RY (1.242) 
(3) Æ Ro S = Se R,BMJ(R» S)" = R'e S” 
(4) (RF) E(RT)' (1.243) 


证 明 (1).(2).(4) 由 定理 1.10.3 直接 可 得 . 
(3) 由 归纳 法 得 (R。S) = R'«S' (RS S) = R e St, 
(R。S) = (Ro S)" (R。S) =R! S'e Re S 

= R'e S'o So R = Ro Ste R = R'e Ro S = R'e $ 
— h (R S)! & R" S". 


$i 1.10.6 gn - (9! o2) g 02 07) wy 


0.6 0.4 0.5 0.8 
asy = (97 WET o 
| 0.4 0.6 0.4 0.6 
Re S = (5. MM MEM ^] 
0.4 0.4/ 10.5 0.8 0.4 0.4 


所 以 (ReS) RS. 


$1.11 模糊 关系 的 性 质 


SEX 1.11.1. iE R e F(X x X). 
(1) & Vx e X,R(x,x) =1, 即 1 C R, WF REX EBS F B KX: £. 
(2) €& Vx,y e X,R(x,y) = R(y,x), BI R? = R, WFK R Æ X ER FX 


(3) # R° RC R, 则 称 RR 是 X 上 的 下 传递 关系 . 

定理 1.11.1 R, te TCF(XxX), 则 : 

(1) E Vire 7,R, 是 F 自 反 关系 , 则 U R,, Q R, É F BIER. 
(2) Vt e T,R, 是 下 对称 关系 , 则 U R, O R 是 下 对 称 关系 . 
(G) Æ Vi e T,R, 是 传递 关系 , 则 N R, 是 下 传递 关系 

证 明 (D BE Vie T,R,JÉF BS, Vre T.I, C R,, 从 而 


第 一 章 ”模糊 集 的 基本 理论 45 


hEURhENR,. 
所 以 U R, n R, 是 下 自 反 关系 . | l 

(2) B Vt e T,R, Æ F 对称 的 , 则 Vt e T.,R;' = R,, 从 而 

(UR) =UR,' =UR,(O R)? «n R' «n R, 

所 以 UR, NR, 是 下 对 称 关系 . | 

(3) Bi Vie T 

CAR)? = CAR) e (NR) ER, ° R, CR, 

ATCA R) C n R,, 所 以 n R, É F EBRR. 
一 般 情 况 下 X R, SEX EH F EX IBRU 5 不 一 定 是 X 上 的 传递 


sena gas gah ss oJ 
H R = R,S = S, 故 及 和 3 是 传递 关系 ,但 是 
0.1 0.2 , 40.2 0.2 
Rus [2 oi (R U S) - los oa] 


即 (RUS) 和 RUS, 所 以 及 US 不 是 传递 关系 . 

定理 11L2 设 Re F(XxX),EÉREFÉSXAZ,WNR' CR". 

证 明 ”因为 

R'(x,y) = V (R(x,z) A RG,y)) Z R(x,x) A R(x,y) = R(x,y), BD 
R C R° 
由 此 R2= RoRCR. R=R  ,.-. AT ,.R' =R» RC Ro R = R". Bf 1 


R^ Cmq 
E 111.3. ib R,Se F(Xx X) E R,SE FBER22 MR. SE F H 
F X £. 
证 明 ”因为 


(Re S) (x,y) = V (R(x,z) A 56,0) 2 R(x,y) ^ S(y,y) = R(x,y) 
即 RC R。5 从 而 ,I CRCR。S, 所 以 R。S 是 下 自 反 的 . 
推论 1.11.1 若 R 是 上 的 政 自 反 关 系 , 则 R" tB X EB F B E 2 £. 
定理 1.11.4 iE R,S e F(X xX), Æ RFS Æ FHRA, M 

Ro SẸ FI eR» S = S° R 
证 明 设 R。S 是 下 对 称 , 则 ReS-(R.S)'-S'R'zSeR 
ERIERRSSSSRQM(RSS)'-S'eR'-SeR-Re$, 
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所 以 R。S 是 下 对 称 关 系 . 

推论 1.11.2 车 R 是 上 的 FF 对称 关系 , 则 RR。R” 也 是 了 上 的 下 对 称 关 
系 . 

推论 1.11.3 车 RR 是 XX 上 的 下 对 称 关 系 , 则 R 也 是 上 的 下 对 称 关系 . 

定理 1.11.5 设 R,S e F(Xx X) 是 X 上 下 传递 关系 , 且 R。S = S。R, 则 
R。S 是 XX 上 的 传递 关系 . 

证 明 ”因为 

(Ro S)? = (Re S)(R» S) = Re.ReS.S=R.。S Ç Ro S, 
故 R。S$ 是 X 上 的 已 传递 关系 . 

推论 1.11.4 车 R 是 X 上 的 F 传 递 关系 , 则 R" 也 是 世上 的 下 传递 关系 . 

定义 .11.2 Re F(XxX), 记 

(R) =n {Se F(XxX)IRCS,HS C SI (1. 244) 

则 称 :(R) 是 下 关系 R 的 传递 闭 包 . 

显然 ,i(R) 是 X 上 包含 尺 的 最 小 的 传递 关系 . 

定理 1.11.6 设 Re F(XxX), 则 


(R) = U R". (1.245) 


证 明 ”因为 RCi(R), 则 R" C (1(R))", 由 于 i(R) EF ERR, OR)? 
C i(R) ,从 而 (1(R))" € (6(R)) € C (R), Vn e N,R' Ci(R), 所 


以 UR C i(R). 
反之 ,因为 


n=lm=1 k=2 ntm= 


"e R") =UU R” =U U R' CUR 
=1 


sb b sar PS; 
xb n CO R.B (R 是 包含 R 的 最 小 传递 关系 ,所 以 1(R) C Ü R 


由 此 (R) = Ú m. 
338 1.11.7. iE R e F(X x X) Wil: 
(1) RCS, WCR) C (S). 
(2) 若 尺 是 已 自 反 关 系 , 则 女 R) 是 下 自 反 关 系 . 
(3) ÆR E FIRAR, (R) 是 下 对 称 关系 . 
(4) 若 R 是 F 传递 关系 , 则 i(R) = R. 
(5) (1(R))™ = (R7). (1. 246) 


d 
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证 明 (1) 由 于 RC 5, 则 R" CSS) = Ú R CU S = ilS), e 
t(R) C (8). 
(2) 因为 R 是 下 自 反 , 则 RT 是 自 反 ,所 以 i:(R) =Ù R EF B E. 


(3) 因为 R 是 对 称 , 则 IC 是 下 对 称 ,所 以 KR) = Ú R' 是 对 称 . 
(4) HT ((R) 是 包含 RR 的 最 小 传递 关系 ,而 R 是 传递 的 , 故 (R) = R. 
(5)0(0)" = CUR)" = Ü (C) = Ü QU! = (P). 
定理 1.11.8 iE R e F(X x X) Bl: 
(IRUILJÉX ERS F BRA EG RJ j F BBURA. 
(2)RUR- JE X EBJ F XEERjEAR EES R BJP FIAR. 
证 明 (1) HIC RU LI RUIT, EF BIA. 
设 5 是 包含 R 的 自 有 反 关系 , 则 RC5, 从 而 RUI CSUL =S IBD R U Iy 
EGE RØED FARAR. 
(2) 因为 (RU R!) = R} UR =RU R`’, k RU R’ 是 F 对 称 关系 . 
设 5 是 包含 RR 的 FF 对称 关 系 , 则 RC5, 故 R "CS, 从 而 RUR'CSUS'! 
= $, 所 以 RU R? 是 包含 R 的 最 小 F 对 称 关系 . 
定义 1.11.3 设 Re F(XxX), 则 : 
(1) 称 RU 为 R 的 F 自 反 闭 包 , 记 为 r(R). 
(2) 称 RUR 为 RR 的 F 对 称 闭 包 , 记 为 S(R). 即 
r(R) =RU I, (1.247) 
S(R) = R Ú R`. (1.248) 
定义 1.11.4 设 Re F(XxX)， ERÉ LEE NIER IUE REX E 
的 下 相似 关系 . M sit 
定理 1.11.9 (1) £ Vie T,R EX Ef F dae Z. 出 y R., QR Ë X 
EA) FX. 
(2) # R E: X E89 F HIER £ , MJ R^ 是 上 的 下 相似 关系 . 
由 定理 1.11. 1 ,推论 1.11.1 和 推论 1. 11.3 直接 可 得 : 
5E38 1.11.10. 设 Re F(Xx X),WRUR' U EX Ef) F ARIA, 
且 它 是 包含 RR 的 最 小 下 相似 关系 . 
证 明显 然 , 从 略 . 
定义 LL11.5 设 Re F(X xX), MFK 
a(R) =RUR' U L, (1.249) 
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E X E RB F FDU). 
定理 11L1L Re F(XxX), 则 YA e [0,1], 
(1)R E X EW) F BR2X BJ 360 VERE R. E X EBHEORE K X £ ; 
(2)R 是 上 的 下 对 称 关系 的 充分 必要 条 件 是 R, 是 世上 的 普通 对 称 关系 ; 
(3)R 是 了 上 的 下 相似 关系 的 充分 必要 条 件 是 R, 是 上 的 普通 相似 关系 . 
证 明 设 R 是 下 自 反 ,F 对 称 ， BD R Æ F MH. f 
VA e [0.1], 因为 Vx e X,R(x,x) 2 1 z A,BR(x,x) s R PW R, 是 普 
通 自 反 关系 . 
若 (x,y) e R M R(y,x) = R(x,y) >A, Am (y,x) e R ALR 是 普通 
对 称 关 系 . 
由 此 R, 是 普通 相似 关系 . 
反之 , 设 R, 是 自 反 ,对 称 , 即 相 似 , 则 由 关系 的 分 解 定理 
R= U AR 


AeÍ0,1] 


Rs) = C MG) o UA A GS s ua n 
w REFERAR. 


R(x,y) = S Y ARD Gy) uM NES A R (x,y) 


= V AAR,(y,x) = R(y,x) 


Ae[0,1] 


故 民 是 下 的 对 称 关 系 , 从 而 尺 是 下 的 相似 关系 . 


À 


81.12 模糊 等 价 关 系 


EX 1.12.1 设 Re FOX x X) E RÉ F B DEF AEEA F (ERR MUE 
R 是 X 上 的 模糊 等 价 关 系 ,简称 F 等 价 关 系 . 

定理 1.12.1 (1) 若 Yie7,R, 是 X 上 的 下 等 价 关系 , 则 n REX ERU 
等 价 关系 . 

(2) E R E X Etfj F 84026 NR E X EB) F 44135. 

由 定理 1. 11.1 ,推论 1. 11.1, 推 论 1.11.3 和 推论 1.11. 4 直接 可 得 : 

定理 1.12.2 设 Re F(XxX), 则 

(S(R)) U L, : (1:250) 

E x Lf F AXE TEUA R BE SIE. 
RKB,S(R)-RUR! 

E RH 显然 1(S(R)) ULJÉFHRERXR. 

由 于 S(R) = R U R” 对 称 ,由 定理 1 11.7 知 ,i(SCR)) 是 下 对 称 ,所 以 
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(S(R)) U 六 也 是 下 对 称 : 
现 证 传递 性 
GCS(R)) U I) ° ((S(R)) U L) 
= UD) Q OO) U UD) s U s GOD) U f 
=(S(R) Ú L, 
所 以 (GC)) U 1, 是 传递 关系 从 而 1( SCR)) U 1, 是 严 等 价 关系 . 
设 0 是 包含 及 的 下 等 价 关 系 , 则 由 @ 是 严 自 反 知 ,0 2 7 由 @ 是 下 对 称 知 ， 
Q Ə RUR” -SCR); 由 @ 是 下 传递 知 ,0 = (Q) 2 :(S(R)) ,从 而 
Q 2 «((S(R)) UL. 
所 以 ”i(S(R)) U L 是 包含 RR 的 最 小 下 等 价 关 系 . 
定义 112.2 设 Re F(X x X) , 则 称 
t(S(R)) U L, 
为 X 上 R 的 F 等 价 闭 包 , 记 为 e(R). 


定理 1.12.3 iREX EK FUER, UCR) = Ú R E X EB FEM 
关系 , 且 e(R) = t(R). 
WEBB ”由 定理 1.11.7 知 ,i(R) 是 下 自 反 FE, 又 因为 KR) 是 下 传递 的 ， 


FEL ICR) = Ü R' 是 下 等 价 关系 . 


由 于 及 是 下 自 反 和 对 称 ， WI, Ç R SG) = = R ,由 此 
e(R) = 1(S(R)) U I, = t(R) U 1, 
= CU R") U I, = Ú (UL) = Ú R" = (R). 
EX 1.12.3 设 R 是 上 的 等 价 关 系 ,Vx e X, [x] e F(X) ,使 得 
Vy eX， | 
[x](y) = R(x,y) | (1.251) 
i 
X/R = {[x pae» (1. 252) 
MER XR Jo H RREH F ms. | 
定理 1.12.4 WE R E X EB F 34: # WI X/R 满足 : 
(1) Vx,y e X,R(x,y) = 0=e[x] n [y] = Ø; 
(2)Vx,y e X,R(x,y) = lex] = Ly]; 
(3) U [x] = 
证 明 (1) 若 R(x,y) = 0, 则 Vz e X, 
([x] N {7})(z) = iel A [y](z) = R(x,z) A.R(y,z)' 
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= R(x,z) A R(z,y) s v (R(x,z) ^ R(z,y) 
= R° R(x,y) < R(x,y) = 0 
故 [x] N [y] =ø 
若 Lx] n [y] = 9,9 
R(x,y) = R(x,y) A R(y,y) = [x](y) A [y](y) = Cx) n DxDOO = 0, 
BB R(x,y) = 0. 
(2) € R(x,y) = 1,Wl] Vz e X, 
[x](z) = R(x,z) = R(x,z) A R(x,y) = R(y,x) ^ R(x,z) 
< V R(y,x) A R(x,z) = Re R(y,z) < R(y,z) 
= [y](z) 
即 [x] S [yj. 同 理 证 [yj S [x], [x] = [y]. 
mx) = [y], W 
R(x,y) = [x](y) = [y](y) = R(y,y) = 1. 


(3)Vy e X, 
CU DO) = V [z](y) 2 [x)OO = R(y,y) = 1 
HU ex 


3E38 1.12.5. R e F(X x X),W] R £ X E F Ser AGRIS JE DR RI 
Æ VA e [0,1], R, 是 上 的 普通 等 价 关 系 . 

证 明 ”由 定理 1.11.11 知 R 是 相似 关系 的 充分 必要 条 件 是 R, 是 普通 相 
似 关 系 . 

现 证 尺 是 下 传递 的 充分 必要 条 件 是 R. 是 普通 传递 . 

设 RReRCR, 设 (x,yY) e R,,(y,z) e R,, 则 R(x,y) 宇和 A,R(y,z) 宇和 ,于 
是 R(x,y) A R(y,z) > AE V. (R(x,y) ^ RCy,z)) = Re R(x,z) 之 入, 从 而 
R(x,z) Z À Hilt, (x,z) e R,, 所 以 R, 是 普通 传递 关系 . 

充分 性 

已 知 R, 是 普通 传递 关系 , 即 V (x,y) e R,,(y,z) e R, 则 (x,z) e R;, 故 
R(x,y) > A,R(y,z) > A.M) R(x,z) z A. Vy e X, 

po R(x,y) A R(y,z) 

则 R(x,y) Z u,R(y,z) >u, BI, R(x,z) 2 & = R(x,y) ^ R(y,z) 
从 而 R(x,z) = V (R(x,y) ^ R(y,z)) = Re R(x,z) 
即 ,R。R C R. 故 ,R E F 传递 关系 . 

所 以 及 是 下 等 价 关系 的 充分 必要 条 件 是 R, 是 普通 等 价 关 系 . 
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$1.13. 模糊 矩阵 与 模糊 分 类 


定义 1.13.1 设 R= (ro) s 是 一 个 下 矩阵. 
(1) 若 Vil < i < m,l < j=< n, 


r; = 0 
则 称 R E FARE , 记 为 0. 
(2) # Vi,j,l <i< m,l < ;j< n,# 
r; zl 


则 称 R E F £ EBE l E. 
(3) #m = n, V ¿,j,1 «ij < m,# 


1 ; =; 
SN ! J 
0, i=j 


则 称 丸 是 下 单位 矩阵 , 记 为 工 


XX 1.13.2. 设 了 矩阵 R = (rj), = (s), EX F EBE 


(1) R«Sz-(rj*5)... 
(2) AR = (Ari),xn, À € [0,1] 
FRR + SH ROS 的 和 ,AR ACA 5 R ESSE. 
其 中 ry ts > BB, Tr + s; = 1. 


定义 1. 13. 3 i FEER = (r4) xo S = (s); EX F EE BE 


T = (i) = R S 
其 中 ty =N (ra A sy) 
称 R。S 为 R 和 3 的 乘积 , 即 关系 R 和 S 的 合成 


(1. 
(1. 


(1. 
(1. 
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.253) 


. 254) 


.255) 


256) 
251) 


258) 


259) 


定理 1.13.1 F 和 矩阵 的 加 法 , 数 乘法 和 乘法 满足 下 列 性 质 : V R,S,T.O EF 


矩阵 
(1) R«S-S-«R 
(2) (R+S) +T =R +(S + T) 
(3) R+0 =R 
(4) IR =R 
(5) a(BR) = (aB)R |. (a,B e [0,1]) 
(6) (a +B)R = aR + BR (a,B e [0,1]) 
(7) a(R +S) = oR + aS (a e [0,1]) 
(8) (Re S) T = Re (Se T) 


(1. 
(1. 
(1. 
(1. 
(1. 
(1. 
(1. 
(1. 


260) 
261) 
262) 
263) 
264) 
265) 
266) 
261) 
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(9) Ro (S+T) =RoS+R- T (1. 268) 

(S-T)Q- S» Q +T Q (1.269) 
(10) (aR): S = R°s (aS) = a(R» S) (ae [0,1]) (1.270) 
(11) I.R=R+[I=R | (E271) 


证 明 (8) 是 定理 1.10.3 中 (1) 的 特例 ,只 证 (9) ,其 他 显然 . 

(9) & R = (r;),a S = (s) a T = (ty) ix 

因为 S + 了 的 第 7 列 为 (5 + dus + tyst sS 
故 R。(S « T) 的 第 i 行 ,第 j 列 元 素 为 

Y (r, A (s; +ty)) =V (r, A Sy tra A ty) =V, (ra N Sọ) +V, (ra A ty) 
上 式 等 于 RR。S + R。T 的 第 i 行 ,第 j 列 元 素 .所 以 RS (Se T) =ReS+ReT. 

同 理 证 (S+T)。@=S.Q+T.0Q. 

定义 1.13.4 RR = (mm)wuo 是 一 个 下 矩阵 ,定义 矩阵 

R” = (rus (1.272) 

其 中 | r = r, 
则 称 R” 为 R Ate REN, A R B5 32 £. 

定理 1.13.2 iR R,S X F EBE, WI 


ti) 


(1) (R')'-R — (1.273) 
(2) (R +S) =R +S (1.274) 
(3) (R»S)'-S'.R (1.275) 
(4) (aR)' = aR” (a e [0,1]) (1.276) 


证 明 (1) EXE 1.10. 1 75 (4) 的 特例 ,(3) 是 定理 1. 10. 3 P (6) 的 特例 . 
(2) 和 (4) 证 明 简 单 A Wg. f 

É R Æ n t F EBE, iO 

: R°? =I,R' =R, Rt = ROR, 

M Ym, l eN, : 
WR'SR'-RU (RU) = R” (1.277) 
定义 1.13.5 iW REnB FEE. 
(1) # R° = R, 则 称 R ARFER; 
(2) 车 存在 m e N,R" = 0, 则 称 尽 为 寡 零 矩阵 ; 
(3) # R C R, WER ARERR, 
(4) ÆR WE: m rij = 1,2,0 n) WEER AIA h UL EE B£. 
显然 ,(1)n B F EBE REREH, R = 0, 
(2) # FER RERS, E» 2 时 ,R =R; 
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53 
(3) # F EBE R OE BJ M) R C R° CG; 
(4) # F EBE R EXA ch ER, U R EO EA A R Ç R° C 
EH 1.13.3. 设 只 是 m” 阶 下 矩阵 , 则 存在 正 整 数 上 ,d 使 得 
R' = R° (1.278) 


证 明 ”考虑 R VERUS 
R, R,- R", 
由 下 矩阵 乘法 的 定义 知 ,R* 中 每 个 元 素 一 定 是 与 R 中 某 一 确定 的 元 素 相 
同 , 设 R 中 互 不 相同 的 元 素 有 5 个 , 则 及 看 做 $5: n^ 个 数 的 一 个 排列 . R° 也 如 此 ， 


继而 Vm e N,R" 也 是 如 此 ,而 这 样 的 排列 只 有 有 限 个 互 不 相同 ,于 是 一 定 存在 
d 和 上 使 R* =R 


定义 1.13.6 设 R 是 n 阶 下 矩阵 . 


(1) 称 
min|k| R? = R',d e NI (1.279) 
为 RR 的 指数 . 
(2) 称 
minid| Re = R',keN| (1.280) 
为 R 的 周期 . ^ I 
(3) ÆR 的 周期 为 1， 即 存 在 ke N 使 ; ono 
R =R . ] e Vo (1.281) 


则 称 R EAF R' ,简称 R ERSA. 

X381.1.4. WRERnIEFREEE E R ERR 2 1) sU Ee ACIE CR), 
JU R ERAK. | : 

证 明 R Ç R° AURCRC. | 
HiEERI.13.3 4, 3k.d e N,fË R^ = R' Ji R'CR"C--CR"-R 
BORUS = RBD R AFE BS. 

R? SR 的 情况 同 理 可 证 . 


推论 1.13.1 RÆ n BtXT 8 s EERE, R E RE GE BE. 
定理 1.13.5 设 R 是 n 阶 FF 矩阵 , 则 hk > n Bj 


RSCUR: (1.282) 
证 明 R GI), ,我们 有 | 
ry =V (ry A rj) 


D 


r = V (mm A r) = V (r, A Gus Ar) = V V (r, A ry) 


Tih 
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模糊 代数 与 粗粮 代数 
一 般 地 
rj = V UO V (ra A ru, Ne A ru) 
A Acl 7 
Mk» n 时 ,上 面 £ 个 脚 码 ,j ,… ,ji_1,j 中 必 有 重复 的 情况 ,不 妨 设 j， =j, MRE 
Tija A Tita A UT A T s 

则 有 

ra A ru, Aon Ar mr AOS Ar A Tipa Ac Vr 


即 在 j, = jj 时 ,可 以 减少 s -1 个 因子 , 依 此 类 推 ,总 可 以 使 它 不 出 现 重复 因子 ,所 
以 总 存在 m sn, {Ë 


Tin ^ Tij A A lay < lu, A Fut, A A Dai 
v —, y> rN  —F 
K+ m+ 
从 而 
n n ( ) 
m 
ra At Am Nu SN n V (ra A ra No A r.) = n 
于 是 
GO y. . (m) 
rj V V (r; A TA ^ A ra y) T; 


BP R C R”. BEL k > n BERI C Ú R^. 
定义 1.13.7 iE R En p F EE, 
(1) ÆIC R, WE R» F ARER; 
(2)R = R, WFR R 5S F 对称 矩 阵 ; 
(3) ÆR CR, WER» FIRER, 
(4) 若 R 是 自 反 的 又 是 对 称 的 , 则 称 R Æ F HER ; 
(5) 若 R 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 , 则 称 R 是 下 等 价 和 矩阵 . 
显然 ,一 个 下 自 反 ( 对 称 .传递 .相似 、 等 价 ) 矩阵 对 应 于 一 个 有 限 论 域 上 的 
一 个 下 自 反 (对 称 、 传 递 、 相 似 、 等 价 ) < £. 
HEH 1. 11. 2 An, 25 R R: FARER, 
ICRCR C... C R' C ... 
# R 是 F 传递 矩阵 , 则 
R 2 R° 2 ... 2 R' 2 ... 
PER R E: FARA F ERER, W R ERS, B R° = R. 
E 1.13.6 iZ R E n Ep FERE, M 


(1)R 的 自 反 闭 包 r(R) -RUI (1. 283) 
(2) R 的 对 称 闭 包 s(R) = R U R' (1.284) 


(3) 有 RR 的 相似 闭 包 a(R) -RUR' UI (1. 285) 
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(4) R 的 传递 闭 包 t(R) =Ù R' (1.286) 
(5) R 的 等 价 闭 包 e(R) =t(s(R)) UI (1. 287) 
(6)R Ë F RIDE PE IJ R 的 等 价 闭 包 

e(R) = ((R) UI = (R) (1. 288) 


定理 结论 直接 由 $1.11 和 $1.12 中 的 结论 得 到 . 
定理 1.13.7 设 R 是 n 阶 F 和 矩阵 , 则 


(R) = Ü R”. (1.289) 


证 明 ONS (R) = U R" ,由 定理 1.13.5 知 , 当 上 > n 时 ,R* C Ú R”, i 


i(R) = Ü R” = CU, R^) U (C Ú R”) = Ú R". 
定理 1.13.8 — iU R E n Et FAMER, ff fE AJ F RE k < n, 
t(R) = R' (1.290) 
且 对 于 一 切 ! 宇 上 ,有 R* = R'. 
证 明 HT RE F 自 反 和 矩阵 , 则 
R C R° C..Cm'Cc-- 
由 此 (R) = Ú R" = R' 
HT n 有限, 则 存在 最 小 自然 数 大 过 了 ,使 
(R) R^ = R' 
# l> ku R' C R', 从 而 
(R) = R: C R! C Ú R” = (R) 
所 以 R =R. 
推论 1.13.2 RÆ n Wt FHER , WAE AR E SEC fE R' 是 
R 的 等 价 闭 包 , 即 


e(R) = R' (1. 291) 
由 此 ,我 们 可 以 用 平方 法 求 相似 矩阵 的 等 价 闲 包 , 即 求 出 
RR, 
若 首次 出 现 
R” o R” = R° 
则 e(R) = R” 


EX 1.13.7 R = (R),,, Æ FÆR, VÀ e [0,1], 记 
R, = (Ry) nxn 


96 É W R 5 kR 0 8 


0, r; <À 
则 称 R, Jy R 的 和 一 截 矩 阵 , 它 所 对 应 的 关系 叫做 尼 的 截 关系 . 
下 和 矩阵 及 中 的 元 素 只 有 0 或 1 的 矩阵 称 为 布尔 矩阵 ,所 以 F 和 矩阵 玉 的 A 一 截 
矩阵 是 一 个 布尔 矩阵 . 


定理 1.13.9 设 R,S 是 Ff 矩阵 , 则 YA e [0,1] 


(1) R Ç SeR, C S, (1.292) 
R = SƏR, = S, (1.293) 
(2) (RUS), =R, US, (1.294) 

(RNAS), =R, NS, (1.295) 


证 明 (DR = (r), S = (s), Ar R C S, R, C S, 是 显然 的 
EZRES W 3i Er > su RA =s. ME F = lisu = 0， 
BR, € S ,矛盾 .所 以 及 SC S. l 
同 理 证 R = SeR, = S,. 
(2) V ij, H + | 
r V sy Ae RAS, 
r; À s, > Àer; > À Hs 


所 以 (RUS), =R, US, (RAS), =R, N 
—fRb, RO 1: 6e T] E FERRAR, WI 


(UR), *U Ry (1.296) 

( n R), = n R (1.297) 
定理 1.13.10 iZ R,S E FER, VÀ e [0,1], 

(Ro S$), = R. ° S, (1.298) 


证 明 RoS = Q.R = (r), S = (oo2 = Gaa EO, = 
(Fa) mxn Dil 


. 
q; = leq, Z Ae V (r, A sy) >AS 3k,r, A sy > Ae 3k,r, 2 À B 
i 
> Ae 3k, IB -1eV (F, As) = 1! 
i i 
q; = 0q; * lev (r, A sy) 天 lev (Fa A Sy) = 0 
所 以 (R。S)， = R, ° S,. 


由 定理 1.11.11 和 定理 1. 12.5 立即 可 得 下 面 的 定理 . 
定理 1.13.11 UE R R n pF BERI: 
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(1)R 是 下 自 反 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 R, 是 普通 自 反 和 矩阵 , 它 对 应 于 普通 
自 反 关系 ; 
(2)R 是 下 对 称 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 R， ETATE E, 它 对 应 于 普通 
对 称 关系 ; 
(3)R 是 下 传递 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 R， 是 普通 传递 矩阵 , 它 对 应 于 普通 
传递 关系 ; 
(4) R E F 相似 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 R. 是 普通 相似 矩阵 , 它 对 应 于 普通 
相似 关系 ; 
(5)R Æ F 等 价 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 R， 是 普通 等 价 答 阵 ， 它 对 应 于 普通 
等 价 关 系 . 
如 果 R 是 有 限 论 域 X* 上 的 一 个 下 等 价 关 系 , 即 尺 是 一 个 F 等 价 和 矩阵 ,由 于 每 
一 个 R, 描述 了 XX 上 的 一 个 普通 的 等 价 关 系 , 所 以 可 以 将 羡 进 行 分 类 . 当 入 从 1 降 
至 0 时 ,及 ,不断 发 生变 化 ,这 种 分 类 也 随 之 变化 ,所 以 就 得 到 工 的 一 种 动态 分 类 : 
定理 1.13.12 设 有 是 有 限 论 域 X 上 下 等 价 关 系 ,车 A,u e [0,1], 且 和 < 
认 ; 则 RR, 所 分 出 的 每 一 类 是 RR 所 分 出 的 某 一 类 的 子 类 , 即 RR 的 分 类 细 于 R, 的 分 
类 . 
证 明 R, = (a R, = (F)... Er, = lb rm uo» AV 
r; = 1. 
这 说 明 , 若 xz 按 R. 归 为 一 类 , 则 xi,x, UR, BAE, PH DL R. 的 每 一 类 是 
R, 的 某 一 类 的 子 类 . 
例 1.13.1 i£ X = ix, uxo | ;R 是 上 的 一 个 下 关系 : 
1 0.4 0.8 0.5 0.5 
04 1 04 0.4 0.4 
R=|0.8 04 I 05 0.5 
0.5 0.4 0.5 .1 06 
0.5 0.4 05 06 1 
易 证 R 是 一 个 下 等 价 关系 . 
4 A JE Ox x; TER, "agr, = 1 归 类 . 


# À = 工 , 则 
1 0 0 0 0N 
01000 
R =|0 0 i 0 0 
00010 
0000 1^ 
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则 相应 的 分 类 结果 是 :x1 ,lz ,lx ix lx |. ÆA = 0.8, 则 


ix 
10100 
01000 
Ros =|1 0100 
00010 
000 0 1 
相应 的 分 类 结果 是 :jx x E ieh, leh, det A = 0.6, 则 
1 0 0 0 
01000 
R,,-= 1 0 1 00 
000 1 I 
000 1 I 


相应 的 分 类 结果 是 :1x ,zx } (dx ,xs ,xs|. 若 入 


= — — O = i 


` » PENNE 
° 

E CA 
>= 
= ` 


TB LBS DERI c E ,x; ,x; ,xs ,xs |. 

Hi ETE 1. 13.2 fS 51, R J X E88 — e FAMUR, W| PIE Jr ikokR tB R 8955 
WAE (CR) ,再 用 上 面 的 动态 聚 类 方法 求 得 (R) 的 动态 分 类 ,由 于 i(R) = R, 
从 而 得 到 对 论 域 的 分 类 是 一 个 近似 的 动态 分 类 . 


$1.14. 工 型 模糊 关系 


定义 1.14.1 设 (L, <) 是 格 ,车 Re F(X x Y) ls R Jg X Sj Y Bg L T 
模糊 关系 ,简称 为 L-F 关系 . 
定义 114.2 设 RSeF(XxY7),YV(x,y) e x 了 ,定义 
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(1) RC SeR(x,y) < S(x,y) (1. 299) 
(2) R = SeR(x,y) = S(x,y) (1. 300) 
定义 1.14.3 i£ R,Se Fí(XxY),V(x,y) e Xx Y EX 

(1) (RU S)(x,y) = R(x,y) V S(x,y) (1. 301) 
(2) (Rn S)(x,y) = R(x,y) ^ S(x,y) (1. 302) 
(3) R'(y,x) = R(x,y) (1. 303) 


分 别称 为 R 和 5 的 并 关系 、 交 关系 和 民 的 道 关系 . 
定理 1.14.1 设 R,Se F,(X x Y) , Rl 


(1) RCSeR'cS' (1. 304) 
(2) (RUS) =R" U S` (1. 305) 
(3) (RANS) = R A S` (1.306) 
(4) (R')'zR (1. 307) 


证 明 与 定理 1. 10. 1 类 似 , 从 略 . 
定义 1.14.4” 设 工 是 完备 格 ,Re F(XxY),S e F,(YxZ),V(x,z) e 
X x Z, x 


(Re S)(x,z) = V (R(x,y) A S(y,2)) (1.308) 
Ro S RS R 和 S 的 合成 关系 . 
以 下 均 假 定 工 是 无 穷 可 分 配 的 完备 格 . 


定理 14.2 d R,R,R, e F(X x Y),8,5,,8, e F,(Y x Z),Q e F, 
(Z x W) ,I 


(1) (ReS)e Q = R° (S° Q) (1.309) 

(2) Ro (S, US,) = R° S, U R° S, (1.310) 

(R UR,)° S= R ° SUR, S (1.311) 

(3) R° (S, NS,) C (R. S.) n Re S, (1.312) 

(RNR, J SCR SNR.eS (1.313) 

(4) RCR, WR ° S C R,° Š (1.314) 

S CS MR: S CR: S, (1.315) 

(5) Rol, =L oR =R (1.316) 

R.«0,-0,R«0 (1.317) 

(6) (R»S)'-sS'.R' (1.318) 
l, x = y 

X nly) = | .0,(x,y) = 0( Vx,y e X) 

0, x xy 


一 般 地 ,Re F(XxY),|R | te T| C F(XxY),S e F(YxZ),1S, l t e 
T C F(YxZ) 则 
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(7) Re (U S.) =U (Re S.) (1.319) 
(8) (YR). S =U (R$) (1. 320) 
证 明 与 定理 1. 10. 3 类 似 , 从 略 . 
定义 1.14.5 设 Re F,(XxX),gX f 
| R” = RR (n e N) (1.321) 
MER R' H R W) n KR. 
定理 1.14.3 RS e F,(X x X) , WJ 


(1) RCS,MJ Vn e N,R' C S (1.322) 
(2) R'.R'- RU (k, e N) (1. 323) 
(3) (R) = (R'')' (1.324) 


.证明 与 定理 1. 10.4 2 DL, A B. 

定义 114.6 ib Re FX x X). 

(1) # I, € R,Wfg R iE L-F BE; 

(2) ÆR = R' Ws R Æ L-F 对 称 关系 ; 

(3) # R^ C R, IE R R. L-F 传递 关系 . 

定理 1.14.4 i&ReF(XxX,EREFBREAJURPCR",HR 
RFBRXR. | | 

证 明 R C R,,, 的 证 明 与 定理 1.11.2 类 似 . 

LANI CRCR", 故 R" 是 下 自 反 的 . 

定理 1.14.5 RS eF (XxX), $ RH SE FIER, Re SIRK 
充分 必要 条 件 是 R。S = So R. 

证 明 与 定理 1.11.4 类 似 ,从 略 . . 

“推论 1.14.1 BR e F,(X x X) ,# RÆ FHR, W R 是 已 对 称 的 . 
.. Æ 1.14.6 WReF,Xx X) E REFR, M R 是 下 传递 的 . 
证 明 由 于 R CR WCR)? = (QU) C R", 所 以 R 是 下 传递 的 . 

E 1.14.7. RR Ite T| e F,(X x X). 

(1) # Vt e T,R, E: F ËB s f , NI U Ro NR, Æ F ARM, 
(2) Æ Vt e T,R, Æ F x ERIS , Wi U Ro n R, & FXEERO; 
(3) Æ Vt e T,R, E F (Ei 8 , Dt] O R, 是 下 传递 的 ， 

证 明 与 定理 1. 11. 1 类 似 , 从 略 . 

定理 1.14.8 设 Re F,(X x X) ,— 


(R)-UR | (1.325) 
nz] d 
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则 i( R) 是 包含 R 的 最 小 传递 关系 . 
证 明 显然 RECU RS KFR SR CHR) (Vm,n eN),M 


(R) R” = (Ù R") o R" = " (R^ « R") C (R) 
从 而 
(1(R))* = :(R) av R" = Ü (R) © R" C i(R) 
所 以 (R) 是 下 传递 的 . 
iÉ R C R',R' 是 传递 的 , 则 
R? c (R')! c R' 
从 而 Vn e N,R" C R', 
KR) = Ú R' C R' 
所 以 i(R) EBE R BJ eS A. 


由 于 :(R) = Ü R' 是 包含 及 的 最 小 传递 关系 ,所 以 KR) = Ü R 是 的 传 
递 闭 包 . 

定理 1.14.9 设 R,S e F,(X x X). 

(1) S RE F BED REL 是 严 自 反 的 ; 

(2) 若 尺 是 亚 对 称 的 , 则 区 R) 是 下 对 称 的 ; 

(3) 若 尺 是 正 传递 的 , 则 KR) = Ri 

(4) 车 RC SU (R) C (S); 

(5)0(0)^ = (RU); 

证 明 RECS) ,其 他 易 证 . 

(S)G(7)) = CUR)" =U(R) = Ü (QU)* = (R°). 

定义 1.14.7 设 工 是 完备 格 ,R e F (X x X) dE RE L-F 自 反 ,L-F 对 称 各 
L-F 传递 关系 , 则 称 情 是 了 上 的 LF 等 价 关系 . 

定理 1.14.10 设 L 是 无 穷 可 分 配 格 ,R e F,(X x X) ,# R E: F B X #ll F XJ 
称 的 , 则 !(R) EEA R JE] F ENAR, ME R H F AILES EH (R). 

证 明 HUEHL 14. 8 知 ,!(R) EOR R E 6383 LS ER IO F S 
价 闭 包 , 则 $ 是 传递 的 , 故 $2 (R),X :(R)E F BLBUR EXTERIS ECR) 是 
忆 等 价 的 , 故 :( RR) EOE RARA E ENAR. 

定理 1.14. 11 ， 设 工 是 无 穷 可 分 配 格 ,R < F,(X x X) , 则 RR 的 等 价 闭 包 

e(R) = (R Ú R) U I, (1.326) 
证 明 ”显然 !(R U RU) UI EB R Bj F Sre 8. I S E F % X 
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XH S2 R, 则 
RUR'CSuUS's-S 
由 此 t(RU R) Gals) = S. 

MINI CS, (RUR) UL CS. 

所 以 KR U R!) UI, 是 包含 RR 的 最 小 等 价 关系 , 即 e(R) = (R Ú R?) UI, 
定理 1.14.12 ” 设 工 是 完备 格 ,R e F,(X x X) , 则 尺 是 下 等 价 关 系 的 充分 
必要 条 件 是 YA e L,R 是 等 价 关系 . 

证 明 设 R 是 F 等 价 关 系 , 则 Vx e X,R(x,x) = 1, 从 而 (x,x) e R,, 故 
R, 是 自 反 的 . 又 R(x,y) = R(y,z) , 则 (x,y) e R, 时 (y,x) e R, PTV R, 是 对 
称 的 , 若 (x,y) e R,,(y,z) e R,,BU R(x y) > A,R(y,z) 之 入 ,从 而 

R(x,z) = Re R(x,z) = V. (R(x y) A R(y,z)) > À 
故 (x,z) e R. BP R, 是 传递 的 ,所 以 R, 是 等 价 关系 . 

反之 设 YA e L,R 是 等 价 关 系 . 

由 于 Vx eX,(x,z) e R,, I R(x,x) =1, 即 R 是 F 自 反 的 . 令 R(x,y) = A, 
则 (x,y) e R,, 由 此 (y,x) e R,, 即 R(Y,x) z 1 = R(x,y), 同 理 证 R(x,y) = 
R(y,x). 所 以 R(x,y) = RCy,x) , BR £ F XEERÉB. 

由 于 (xz,y) eR, (yz) e R. 则 (xz) e R,, 即 R(x,y) >= A,R(Y,z) Z A, 
WjR(x,z) 宇和 ,从 而 R(x,z) > RC, y) A R(y,z) EROS z) > V Gy) A 
R(y,z)), 

FRL R C R, e R E FIER. 由 此 ,R 是 下 等 价 关系 . 

设 R 是 X 上 的 等 价 关系 . Vx e 于, 令 [x], = Ix! (x,y) € R} = {yi RG, 
y) > AL, 

X/R, = [x]! x e X| 
Ré R BU A k F RAT 28. 


定理 1.14.13 BELETRE, ML: (R) = ÙR” 的 充分 必要 条 件 是 
Ü R" 2 m 
证 明 必要 性 显然 . ü 
Ba Ú R" 2 R” WC U, R") RD R"e R, 从 而 U R" 20 m" 2 
R”? 


一 般 可 证 Ú R” 2R" (ie NN) Ú R" D U R" = (R), XR) = Ú R° 
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所 以 (R) = Ú R" 


EH 1.14.14. 设 X 是 n 元 有 限 论 域 ,R e F (XxX), m 


(R) = Ú R” (1.327) 


证 明 ERU (eua) =0(ze X) , 则 R(z,z) > RI (sz) ARCU R") (s, 
z) > R''x,z) Bi 


U R" 2 RU 
mzl ` 


车 R* (x,z) 天 0, 则 


RU Gun) = Vos V (R(z,y) A RO s) A = A R(y.,2)) #0, 
故 存在 序列 x,x, ,…%,,z, 使 


R'"(x,z) = R(x,x,) A R(x,,zx,) A + A R(x,,z) #0 

由 于 是 nn 元 集合 , 则 x,x,… x. z 中 有 相同 元 素 ,不 妨 设 x， xG < j) T£E 
R(x,x,) x O,R(x,,x;) 天 0, ,RCx xj) * 0, , R(x,,z) #0 

Blk R" O? (xz) 0. H RYO (xz) = V V Vo V (R(x,y.) um 


»*1 


A R(y,,y, a) Nos A R(y,,z)) 


= V, es V (RG y) No A Ras 2) 
- R" (x,z) 


FÆR” C Ú R ,所 以 KR) = Ù R” 


EW 1.14.15. 设 X 是 n 元 有 限 论 域 ,R e F,(X x X) E R E F Bü F 
对 称 , 则 存在 最 小 的 正 数 ,使 


e(R) = t(R) = R° (1. 328) 
证 明 与 定理 1. 13. 8 类 似 ,从 路. 
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第 二 章 ”模糊 群 与 模糊 环 


§2.1 模 | 群 
定义 2.1.1 设 X 是 群 , Ae F(X), Vx,ye X, 
(1) A(xy) ZA(x) AA(y) (2.1) 
(2) A(e) ZA(Cx) (2.2) 
(3) A(x ^!) 2A(x) (2.3) 


若 4 满足 条 件 (1) , 则 称 4 为 X 的 模糊 子 半 群 ; 若 4 满足 条 件 (1) 和 (2)， 则 称 4 
为 X 的 模糊 独 异 点 ; 若 4 满足 条 件 (1) ,(2) 和 (3) , 则 称 4 为 X 的 模糊 子 群 ;分 
DRA X BJ F Fe EE, F hj S T F T Ë. 

33 2.1.1 4 是 群 X 上 的 Ff 子 群 的 充分 必要 条 件 是 Vx,yeX, 有 

(1) C A(xy) 2A(X) NAC); 

(2) Alx) 2A(x). 

证 明 必要 性 显然 . 

EO) PE y=, Ale) Alax) zA() AAQC!) 2AQO ,所 以 4 是 
Ë X ER F TRE. l : : 

定理 2.1.2 WA PE X EAS F f Ë, 

(1) VxeX,A(x ')=A(x); 

(2) Vx,yeX,8F ACe) 2 ACxy ! ) MD A(x) 2ACy). 

证 明 (1) 因为 4(x) SAC 7) T) SAC), X AQ 7) 2A(O ,所 以 
Alx) 2 A(x). 

(2) A(x) 2 A(xy `y) ZA(xy )) AACY) 2ACO AACY) 2ACY) , I] R A( y) 
>A(x) ,所 以 4(xz) 2 AC). 

定理 2.1.3 A 是 群 了 上 的 下 子 群 的 充分 必要 条 件 是 Vx,ye 匀 ,有 

A(xy ! ) zA(x) AACy) (2.4) 
证 明 (必要 性 ) 设 4 是 群 X 上 的 下 子 群 , 则 
A(xy )>A(x) AA!) =A(x) A4(7) 
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(EAT TE) GAL Aly) 24(x) AA(y). | 

在 式 (2.4) 中 令 y=x, 则 4(e) =A(xx"')2ZA(x)AA(xz ') = AC) ER 
(2.4) 中 令 x=e, 则 f 

A(y™')>A(e) AA(y) =4(7); 

又 因为 4(xy) 2A(x(y ^!) ) =A(z) NACT) SAC) AA(y) ,BEEL A ERX L 
的 下子 群 . 

定理 2.1.4 WA (re T) ERE X M F FRE RU A, BE BE X BJ F + Pe. 

证 明 Vx,yeX, 


(A ) Go = AA Go) = AAL) A400) = AAG ACAA 02) 


= (04) ^ (n4) 

所 以 Nn4, (ERE X B9 F ERE. | 

定理 2.1.5 4 EBE X B) F TPR( 独 异 点 和 斑 子 半 群 ) 的 充分 必要 条 件 是 
VAe[0,1],4, 是 XX 的 子 群 ( 独 异 点 和 子 半 群 ). 

证 明 (必要 性 ) 不 妨 假 设 4, 20 dE X BT RE, 独 异 点 和 子 半 群 .以 4 是 
群 世 的 下 子 群 为 例证 明 . Vx,y e A, BU A(x) 宇 A,A(y) 宇和 A, 因 为 4(xy ') Z 
Alx) AACy) 三 人 ,所 以 xy eA, BIA, 是 的 子 群 . 

(充分 性 ) 设 4,z8, 且 A, 是 对 的 子 群 ,假若 存在 rz ,yo es, 使 

(AG yo) <A(x,) AA(y) 


4 A LG) + GG A) 


则 A(xy) AA(yo) >A >0,A(xoyç ) «A 

从 而 Alx) 2 A,AQU) > 和 ,所 以 x6oeh,,yoe 4, 由 于 4, 是 下 的 子 群 , 则 xoyo 
eA. ED A(x,y; ) ZA, B A(xoyo ) «A FE, $k Vx,ye X,A(y  ) 2A(X) AA 
(y) ,所 以 A ERE X K FTE. 

定理 2.1.6 和 群 X 的 F 子 集 4 是 下子 群 的 充分 必要 条 件 是 Vx， ye X, Æ 
A(x) <4(7) , 则 4(xy) 2 ACx). 

证 明 (必要 性 ) 因 为 4 是 群 天 的 正 子 群 , 则 4(xy) 关 4(x ) AAC) = NE 
假若 4(xy) >4(x), 则 A(x) e A(xyy 2 RA(QQ) AAQy 1) 2 A(X) AACY) = 
(x) ,由 此 矛盾 ,推导 出 AC y) 2 A(x). x 

(充分 性 ) 已 知 若 4(x) <A(y) M A(xy) =4(z) 

BABETTE x eX, AG) <A(xo), 则 A(e) 2 AC" n) =A(x;' )< 
Alro), X Ale) =4(exo) =4(sxo) ,两 式 矛 盾 , 所 以 VxeX,A(x) &A(x 7). 
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其 次 假若 存在 xy, e 站 ,使 AG y) <4(z) AAC), PIRR AC) > 
AC») , 则 4(xoyo) «AC) &ACy; ) X B AC) SA(x,) =A(xoyyo') = 
4(xoyo) ,3XX 5j AC, yo) SAC) FA, AMY, ye X, A(xy) 2A(x) AACY) ;所 
以 4 REX X BS F TE. 

338 2.1.7. EHE X B5 ET OUR 05 Dr 8 2 4 ER 2k , DUI X 85 F TERES X 
BJ FTH. 

证 明  VxeX,Zi xe, x lrn»l,B x =e, WJ + =r", hh 

A(x !) A(x"  ) z4(x) A.… AA(x) 2 A(x) 
X A(e^) =Alle), M Vxe X,A(x ) 2A(X),BEL] ARE X IBS F FRE. 

推论 2. 1.1. AREK F ToEREBOS F TRE 

现在 我 们 举 一 个 无 限 群 X 的 下 子 半 群 不 是 X 的 下子 群 的 例子 . 

例 2.1.1 无 限 循环 群 X=(e,a,a ,a ,a ”,…|, 设 的 F 子 集 4 为 : 


A(e) =1,4A(a’) AG = 二 (k=1,2,.) 


因为 当 k,1>1 时 ,A(ata') 2ACa! t) = 二 =A(a') AACa!) ,又 


Afi ,ACa'a ') zA(a*) AA(a FRV A Æ X BG FFER [Bi Ala) = 
LAAC) SUMI A AE X IF +. 


定理 2.1.8 UL A ERE X B F TRE TEREN EL AG t) > 4(a')， 
则 对 于 任意 的 整数 ,4A(a™*’) 2 ACa!). 

证 明 A(a"') -A(a"a') 2A(a") AACa') z2A(a*) AA(a!) 2 ACa!) Bl 
A(a^**) zACa!). IRB Ala") » ACa^) , 则 

A(a') 2A(a""'a") zA(a") AAQa 7") zA(a") AACa") >4(a ) 
由 此 矛盾 知 ACa" ^) 2 A(a?). 

$13: 2.1.1. 设 X 是 生成 元 为 a 的 m 阶 循环 群 , A J& X B F TE LU X 85 
任意 元 素 a (ke Z)# Ala) 2 ACa). 
其 中 ,4 是 m 和 上 的 最 大 公 因 数 , 即 d= (mk). 

证 明 因为 4d=(m,k), 则 3s,teZ, 使 如 +mt=d. 从 而 


a! 2g**" -a"(a")' =(a')’ 
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W A(a*) =A( (a) ) 24((a*) ) zA(a*) , k s dp, Alat) =A((a')’) = 
A(Ca*) ") zA(a*) , Br] A(a*) 2A(a^). 

4X 2.1.2. WA EE X IS F TRE VxeX(xse) A(x) sexA(o) (c 
是 常数 ) , 则 称 4 是 群 X 的 平 几 下子 群 . 

定理 2.1.9 设 半 是 至 少 有 二 元 的 群 , 则 X 只 有 平凡 FF 子 群 的 充分 必要 条 
件 是 是 素数 阶 的 循环 群 . 

证 明 设 开 是 素数 阶 p 的 循环 群 , a 是 了 的 生成 元 , 即 

Xz21e,a,a! a ar ll. 

Va e X 1=<k=p-1), A & X B F FË IN (k.p) 21, Ala) =A(a), 
X A(x) &ACe) ,所 以 4 是 平凡 的 下 子 群 . 

反之 , 设 式 只 有 平凡 的 下 子 群 , 则 式 不 能 有 含 两 个 元 以 上 的 真子 群 , 否 则 该 
子 群 的 特征 函数 就 是 下 的 一 个 非 平凡 下 子 群 ,由 群 论 知识 知 , X EATR, XE 
素数 阶 的 循环 群 . 


$2.2 模糊 群 的 等 价 条 件 


定义 2.2.1 设 (X,:) 是 有 一 个 二 元 运算 的 代数 系统 ,在 FCX) nog X — 

3E € ,vVA,BeF(X),zeX, 
(A B)(z) = V A(x) AACy) (2.5) 

WERA-BOSFÉSEABBSER.RBiIGA- B AB. 

容易 验证 ,如果 代数 系统 (于 ,: ) 有 结合 律 .交换 律 , 则 代数 系统 (F(X)，,. ) 
也 有 结合 律 、 交 换 律 . 

定理 2.2.1 设 铸 是 有 一 个 二 元 运算 的 代数 系统 ,，V 4,Be F(X), 及 x,,y, 
是 无 上 的 模糊 点 , 则 

(1) xy, = (xy) a (2.6) 

(2) AB-UÍ|x,y,Ix, €A,y, e Bl. (2.7) 

证 明 (1) dE X 2.2.1 直接 可 得 . 

(2)Vze X, Ju,ve X 848 z =u, Kii Alu) >0,B8(v) >0, 则 

AB(z) =M (GQ)ABG)) = V. V(x (rw) Ay, Q)) 


y e B 


N (Va (u) Ay, (O0) 
NOx) (z) =( U x,y,) (z) 


B 


H 


DE y e B 
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RARA 5 18 8 AÑ 3k 
另外 ,因为 Uila) EÅ, Ueu) eB, 有 
CU ny) (z) = V ( Vn (u) Ay, (x) ) 


= V. M Ou (u) Ay,(s)) 

> v ( ua Cu) Avg, Qv) ) 

= V (A(u) A BCo) ) = (AB) (z) 
所 以 (4B)(z) -(Umy)G) „Ep AB = U [xy lx, e Ay, e Bl. 


3E38 2.2.2. 设 X 是 半 群 ,4e FCX) ,As 0 M| FE — 4-2 p SE T: 

(1) Vx,ye X,A(xy) zA(X) AACY) 

(2) AACA - (2.8) 
(3) Vx, y, eA,.x,y, eA I (2.9) 


证 明 (1) (2) (AA) (2) = V (A(x) A400) < V (A()) = A(2) 
所 以 AA C A. 

(2)=(3) Bx, iy, e ALII x, y, e AA Ç A. 

(3)=(1) Vx,ye X BE AGO) 90, AC) #0, H xo ao, s4, 从 而 
Alay) S Gai Ya) y) = Gy) uia y) 2A(QQ A AC). 

138 2.2.3 ib A JE RE X f F TRE, VIL AA = A. 

证 明 VxeX, 有 | | 
(AA) (x) = V (AGO AA (2) = V (AGO) AACy 1x)) 2ACe) AA(x) =A(x) 
BU 44 24, X. AAC A, BT VA AA = A. 

定义 2.2.2 W AKHU X BL F TE EXA xe, 
A^" (x) 2A(x^!) (2.10) 
则 称 4 H AR FAR. 

定理 2.2.4 设 是 群 ,4,B8e FCX) , 则 


(1) (A7)^' sA, (2.11) 
(2) (4B) = BA, ` (2.12) 
(3) ACB, WA CB, 
(4) ACA, WASA. 


证 明 (1)(A 7) (xz) =4 (x ')=4(x), 故 (4 ) ' = A. 
(2) (AB) "(x) =AB(x ')= V (A(y) ABC) 


= V (OG) A42) 
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= VB AACO) 
= aM LUGD AAT GO) 
-(B'A')(x) 

所 以 (4B)  2B^A'^*. 

(3)B A (x) AQ), B (x) =B(x'), X AGB, M A(x) < 
B(x ') ,从 而 A (x) «B (x) ,BiBLA C OB. 

(JH ACA" ,A"! C(A7!) =4, 所 以 4 =A. 

定理 2.2.5 设 4 是 群 X 的 下 子 集 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) VxeX,A(x !) 24(x); 

(2) AGA”. (2.13) 

证 明 VxeX,A(x ) 2A() 647 (x) 2A(X) 0A! 2A. 

定理 2.2.6 ËF X BJ F TE A E X BJ F FREBITEA E 28 tp JE 

(1) AACA; 

(2) ACA''. 

定理 2.2.7 BAER X ñ) F F E.M] A E X BJ) F T-HEDUTEA D SER TEE 
AA"! CA. 

证 明 ( 必 要 性 ) AEX FPR, AACA, ACA, HERE 2.2. 4 知 
A=A. Am AA CA. 

(充分 性 ) 由 于 AAA CA, MJ 
A(e) > (AA ) Ce) = V (AQ) AA"! (x71)) = V (AQ) AA(x)) 2 A(x) 
X. AA"! CA fRCAA! ) ' CA^, BB AA" CA ^ Rl 

(4A 7!) (x) = V (AO) AA" (2) A^ (x) 

Fase BI V (AQ) AA CO) SA GO) BEL AGO) AA Co) &A (x) 
Ale) &A" GO, BI ACA  , B EXE2.2.4 AACA, IA SAC! JA AA C 
CA,f8 AACA, A E F FRE. 

538 2.2.8 W X EBE, VA &e[0.1]. S 


X, = {x Ixe XI (2.14) 
则 X, 关于 乘法 (2.6) 构 成 一 个 群 . 


证 明 显然 X. 关于 乘法 (2.6) 封 闭 ,上 且 满足 结合 律 ,所 以 X, 是 半 群 . 又 因 
为 


xe, 2 (xe), =X, 7 ex, 
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xx), -(xx^!), =e, =(x `!),%, 
所 以 。 是 单位 元 , xL! R x, 的 逆 元 . 故 X. E— 4 Ë 


由 定理 2.2.8 知 ,对 于 VAe[0,1] ,我 们 可 以 在 群 X 的 点 集合 X, 中 定 

义 一 个 逆 运 算 ， 
Vz eX, n) !=(x 1), (2.15) 

定理 2.2.9 设 4 是 群 和 的 下 子 集 , 则 下 殉 条 件 等 价 ， V xe X, 

(1) A(x!) 24(x); 

(2) VAe[0,1],x, eA, W(x), eA. 

证 明 (102 (2), BAL AC) m Ax) 
# x, eA, W AC) SA, AAG 7) 2A, (x '), EA. 

(2)2(1) GB Al x, eA, Bl (x), eA. 


BUE 3s eX AG) AG A ep Gg) AG) RI AG) > Xo,4 


(xo ) <À, AM x eA 而 (xo'), € A, SC AKTE JE MAG) 24A(x). 

定理 2.2.10 (LA JE RE X BJ F f W| A JERE X BJ F TPE BJ 38 2 bp STRE 
是 VA,ne [0,1], 有 

(1) Vx, y, EA, M x,y, eA 

(2) V x, eA, 则 (x '), eA. (2.16) 

定理 2.2.11 A EE X M F T WA EP X 80 F THES AA EA 
是 YAeL0,1] 有 

Vx, y EA, Mj x, (y ) 8 A (2.17) 

证 明 必要 性 是 显然 的 . 

充分 性 ,在 zx O eA UR QUO, = GC x GC), se e 4, 又 由 
e, €A,x, € Af e, (x), 2 (x), eA. 

LAHVE y EA y), EA, MM x, (y `); xy, e 4, 所 以 ,4 ERE X 
m F TË. 


82.3 模糊 正规 子 群 


定义 2.3.1 设 X 是 群 , AeF(X), Vae X Æx 
(1) (aA) (x) 2A(a !x) (2.18) 
(2) (4a) (x) zA(xa !) (2. 19) 
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aA 称 为 4 的 下 左 陪 集 ,4a 称 为 4 的 下 右 陪 集 . 

定理 2.3.1 WAER X SF TE, Nj VaeX,Ael0,1 H8 

(1) (aA), 24A, ; (2.20) 

(2) (Aa), 2 A,a. (2.21) 

证 明 VxeaA, Jl 3y eA, (Ef x Say, BL A(y) 2A,y 2a "x, ATi Aa! x) 
z(aA)(x) ZA, FFV x e (aA), , BB aA, C (aA) ,. 反之 , 若 x*e (a4),, 则 (ah) 
(x) >A, BP Ala ix) 宇 A, 令 y=a 'x,Wll ACy) SA, R ye A, ifi x = ay, B x 8 
aA, , Bl (aA) , CaA, ,所 以 (a4), 2 aA,. ME (Aa), = Aa. 

定义 2.3.2 WA JEREX BS F T E E V xe X,#8 

xA = Ax (2. 22) 

WFR A E X I F ERG. E A E X B FERE, DURER A JE X BS F IERUT BE. 

定理 2.3.2 设 4 是 群 X 的 F 子 集 , 则 下 列 条 件 等 价 

(1) A È X W F ERJ; 


(2) Vx,ye X,A(xy) 2 ACyx) ; (2.23) 
(3) Vx,ye X,A(xyx^!) 2ACy) ; (2.24) 
(4) VxeX,y, eA,xy.x eA; (2.25) 
(5) VBeF(X),AB = BA. (2. 26) 


证 明 (1)e(2) 
xA = Axe V y e X,(xA) (y) = (Ax) (y) eA(x y) 2A(Q 7 )eAQy) =A(yx) 

(2)9(3) 在 4(xy) = ACyx) PH yx RUE y 8 Alaya) =4(7); 又 在 
A(xyx ^! ) 2ACy) PH yx AE y 8 A(xy) 2 ACyx) AO) (3). 

(3)e(4) Vx e X,y, cA, W ACy) =A, JT ACxyx 1) > À , PF 1 

(xyx ^), = xy x eA. 

因为 xeX,y, eA,(xyx "), 2xyx EA, BP A(y) 2A 时 ,4(xyx  ) Z A,BI 
A(xyx  ) ACy). E Alaya) £ACY) PF xyx 代替 7, 则 4(7) mAC yx) ,从 
Wi Aly) mA(yx ! ) Br Alyx) =4(7). 

(2)e&(5) 

Vxe X, (AB) (x) = V (AQ AB(y xz) ) = V Gy 7) AACy)) = 
(BA) (x) ,所 以 A4B=BA. 令 B=iy "|, 则 VxeX， 

(AB) (x) =(Aly 1)(x)= V (AQ A {y 1G) =A(xy) 
(BA) (x)= Cly 114) (3) = V ( [y 1L Cu) AAQ) 8ACyx). Br 4 
A(xy) 2 ACyx). 
由 此 ,定理 2.3.2 的 条 件 (2) ~ (5) 也 是 群 X 的 下子 群 4 是 F 正规 子 群 的 充 
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分 必要 条 件 . T ELA PE (3 ) RE DURS I Vy e X Alyx) 24 y). 
定理 2.3.3. A Jé EE X BJ F IEHL T HEB JE ATE AR CERE VA e [0,1],A, 是 
的 正规 子 群 (4, v 0). 
证 明 ”定理 2.1.5 已 证 4 是 X 的 下子 群 4, EX BO F +£. 
因为 VxeX,(xA), =xA,,(Ax), =A,x, 
所 以 xA =xAe>(<xA), = (Ax) 所 =4x ,所 以 4 是 群 式 的 下 正规 子 群 的 
充分 必要 条 件 是 4, E X BJ EBI f Be. 
定理 2.3.4 (1) UA SEE X BJ F AEBUTF RE, B e X BS FPE, I AB dE X 
的 下 子 群 ; 
(2) i& A,B ER X R F ERTE, W AB E X BJ) FERFE. 
证 明 (1) 329 (AB) (AB) =A(BA)B=A(AB)B 2 A! B! =4AB, 
(AB) ' BA" DBA-AB,BIULAB E: X W F TP. 
(22VCe F(X) , BF (AB) C 2A(BC) 2 A(CB) = (AC) B  C(AB) ,所 以 
AB E: X B) F ERTE. 
定理 2.3.5 UE A JE RE X B F fk M| Va, be X, aA = bA 的 充分 必要 条 件 
E Alab) zA(e). 
证 明 # aA = bA, VxeX,(aA) (x) 2 CbBA) (x), Bl ACa "! x) zA(b x), 
4 x zb,Wl A(a b) =4(e). 反 之 , 若 4(a 0) =A(e) W A(b a) = 
4((a ^! b) 7) =4(e). 由 此 ， 
4(a !x) =4(a bb lx) zA(a' b) AA(b x) 2 A(e) AA(b"! x) zA(b x) 
3 LAC x) zA(a !x),BR Alb x) =A(a Ix) ,所 以 ah = bA. 
设 4 是 群 王 的 下 子 群 , 令 
Az ixeXIA(x) =A(e)| (2.27) 
A, = SuppA = ix e XIA(x) >0}. (2.28) 
”定理 2.3.6 (1) 若 4 是 群 允 的 下 子 群 , 则 4 和 4。 E XOTR; 
(2) ÆA ER X W FERTH, 则 4 和 4。 是 F 正规 子 群 ; 


(3) 若 4 是 群 了 的 下 子 群 , 则 Ya,beXX,ah4 = bA 的 充分 必要 条 件 是 a4 =b 


> I 


证 明 (1) 因 为 4=4., 所 以 4 是 子 群 和 正规 子 群 的 结论 直接 由 定理 
2. 1.5 和 定理 2.3.3 可 得 . 

现 证 A, 也 是 碟 的 子 群 和 正规 子 群 . 

因为 4 ER X 6) F FREU Vx,ye X, A(xy )>4(xz)A4(7). 设 YVxye 
A, M A(x) >0,A(y) 50, f JA uE (0,1], f 8 A(x) 2a4,AC) >u; T E 
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A(xy !) ZA(X) AA(y) 2A Api 5 0 , Bl xy e Ao PTL A, Æ X BOT RE. 
(2) V NN AER X 88 F IEHUT- RE UU Vx,y e X, A(Cxyx ') =A(y). 2 x e 
X,ye ho, 则 A4(y) 50,81 3A € (0,1],4() >A, FÆ A(xyx !) =A(y) >À 20, 
故 xyx ^ e A, FELA A, Æ X W FERTH. 
(3)aA -bAeA(a ^! b) 2 A(e) ea b e AcoaA - bA. 


设 4A 是 群 X 的 下 正规 子 群 ， 4 是 的 正规 于 群 ,从 而 X/ 有 是 X 关 于 有 4 的 商 
mo^ 
x[ A - btts e X| (2.29) 
在 X/4 中 定义 运算 : Vx,ye X, 
(xA) C yA) = xyA (2.30) 


则 x A 是 半 群 


定理 2.3.7 WA EBE X É) FERTH, N x[A m xja 同 构 , 从 而 xja 
是 一 个 群 
证 明 4 fx] Ax] A f Ca) -= o4 ,由 定理 2. 3.6 知 f 是 双 射 。 又 Vx4,74 


ex/4, 
FUGA) (YA) ) &f(xyA) = xyA = (xA) (yA) = f(xA)f(yA) 
所 以 /是 xja 到 xfa 的 同 构 映射 ,从 而 xja 是 一 个 群 . 


显然 , 4 是 X/4 的 单位 元 ，YV x eX ,zh HAEE A. 


定义 2.3.3 设 4 是 群 X 的 正规 子 群 , 则 称 X/A= lada e XL X EF 


A HI F R Re. 

定义 2.3.4 kA ROGIREEX ERU F TRE, 4 在 无 中 的 下 左 ( 右 ) 陪 集 集合 
Tahlae X] (Aala e X1 ) 的 基数 称 为 4 的 指数 , 记 为 [X: A]. 

定理 2.3.8 设 4 是 n 阶 群 X 上 的 F 子 群 , 则 [X:4] | n. 

证 明 由 定理 2.3.7 AllaAlae XI fülaAlae XI ——Ó R,BILX:4] = 
[XX: A4] ,而 [X:4] |n, 所 以 [LX:4] | n. 

定理 2.3.9 设 4 是 群 X 的 下 子 集 , 令 

N(A) = Íxe XIxA 2 Ax] (2.31) 
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MU N( A) X BJ f HE. 
证 明 显然 ee N(4). Vx,ye NCA) Bl xA = Ax, yA =Ay, 从 而 
xyA 2x(yA) =x( Ay) = (xA) y 2 Axy, BrEA xy e N(A4). 又 由 x4=Ax 得 x 'xAx ”= 
x Axx MC Ax! ex A, RA x e N(A) "FE N(A)E X BST HE. 
推论 2.3.1 WA ERE X B) F T-RE,WI A E NCAD BS F ERTE. 
定义 2.3.5 设 4 是 群 工 的 了 上 子 集 , 则 称 NW4) 是 开关 于 4 的 正规 化 子 , 简 
称 为 4 的 正规 化 子 . 
定理 2.3.10 设 FX X" RERUM ES , 则 
()38 BÆ XH FFR ERTE), U B BUR I f (B) & X B) F TË 
(下 正规 子 群 ); 
(2) 若 4 是 的 FF 子 群 (F 正规 子 群 ), 则 4 By R f/CA) d& X'RS F T RECF IE 
规 子 群 ). 
证 明 (1)Vx,yeX, 3x,,y e X R18 f(x) «x, ,fA(Y) =y,, 因 为 
SB) Gy!) 2 BOGy !)) 2BOGOf(G 0) 2 BOGOD) ABGOGY7)) 
=B(f(x)) AB((/(y)) ') SBOG)) AB(/(y)) 
=f (B)(x) Af (GB) (y) 
MASB) E X BJ F FRE. 
又 因为 
FOOD) Gy!) 2 BUGox 10) S BÜGOfO0fGC)) 
-B(fG)fG)fG) ) 2 BGGO2)) =f (20) 
UASB) EÈ X BJ F ERTE. 
(2)Vx y e X', 3x,ye X, [18 f(x) 2x, f(y) = y, AA 
FA) Cay) SR =, V A(z)= V AGY 7) 


(z) =f(x)/(Oy 1) fG) sfixy "1 
= V (A(x) AACY)) 
Ka) =f(ay l) 
-( V A(x)AC V AC») 
f) s f(xy 73) KG) =f(sy 7D 


7 C, A) A CUN, AG)) zf(A) (x) AFCA) Ci) 


FRASCA) X'88 F TH. 
RAXNA) yix, ) = a40) ,由 于 4 是 工 的 下 正规 子 群 , 则 Vi 


zef 7" lxyyasq 


ef Gu sef GO Wb s ef GL) B AGIS?) PAG, 
FO fiU) (G2) ! exon DATE ss ef Guys!) ,所 以 
KA Guys )m A AD , Y AGBS T) m V AQ) ACA) 


:ef layr -tef- I(r 
(yi) 
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MASCA) Æ X' 853 F ERTE. 


$2.4 模糊 环 与 模糊 理想 


定义 2.4.1 B(X, +,- ) 是 环 , Ae F(X)(4z8), 若 4 满足 :Vx,yeX， 


(1) A(x +y) 宇 A(x) AA(y) (2. 32) 
(2) A( -x) zA(x) (2.33) 
(3) A(xy) ZA(x) AACy) (2.34) 


则 称 4 E X RATI , B) PR F TI 
显然 S X BJ YM BJ Fp RRE X BJ F T. 
定理 2.4.1 EX HJ F T A E X B F F35IUTEAHU E S FE, Vx,ye X, 
(1) A(x - y) ZA(x) AACY) (2.35) 
(2) A(xy) ZA(x) AACy). (2. 36) 
该 定理 的 证 明 由 定理 2. 1. 3 的 结论 直接 可 得 . 
类 似 于 定义 2.2.1, 在 环 (X, +,:) 的 下 子 集合 F(X) 中 定义 加 法 “ +” 和 乘 
法 “ CEBA.VAJBeF(X),VzeX, 
(A * B)(z) = V (A(*)AA(5)) (2.37) 
(4 * B)(z) = V (A(z) A4(7)) (2.38) 
4 EUER F $ A+ B,A : BS A ffi B 的 和 与 积 , 简 记 4.B 为 AB. 
DIT EE SS NN PE 
x, ty, (xy), (2.39) 
xiy, = (xy) jan (2. 40) 
类 似 于 定义 2.2.2, 在 环 (X, +, ) 的 下 子 集合 FCX) RE X. F TE A 的 负 
JU; -A NV xe X 


( -A) (x) =AÀA( - x) (2.41) 
特别 地 ET YR X BJ F 6 x, 定义 为 
-x,-(-x), (2.42) 


由 此 ,我 们 可 以 直接 由 定理 2. 2.6 .定理 2. 2.7 定理 2. 2. 10 和 定理 2.2. 11 
得 到 下 列 四 个 下子 环 的 等 价 定理 . 

定理 2.4.2 设 4 是 环 X 的 政子 集 , 则 4 是 X 的 F 子 环 的 充分 必要 条 件 是 

(1) 4+4G4 (2.43) 

(2) AC -A (2.44) 

(3) AAGA. (2.45) 
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由 定理 2.2.3 知 , AEI X ËJ F K MJ A +A = A. 

418 2.4.83 WA ÉR X BJ F f-# ,WJ A E. X B5 F T 389 SEAT DE 2& Pr E 

(1) A - ACA; (2.46) 

(2) AA C A. (2.47) 

定理 2.4.4 WR AJEXR X BS F T 5E, À E: X BJ FFOI S 28 Pp: 
Vx, y, eA, 


(1) X, +y, ed (2.48) 
(2) -x,€À; (2. 49) 
(3) X,Y, € A. (2.50) 


ERAS WAJRHXBSF-TEAJXBF-3SIBEAMDEAIE 
Vx,.y,eA 
(1) x, = y, € À (2.51) 
(2) x y, € A. (2.52) 
定理 2.4.6 设 X 是 环 , Ae F( X) ,A 0 IJ A d X BJ F 3889354 REIR 
ft VAe[0,1],4, EXTR. 
该 定理 的 证 明 类 似 于 定理 2. 1. 5. 
定理 2.4.7 设 4 是 环 X 的 子 环 , 则 


(1) AzixeXIA(x) 2A(0)] (2. 53) 
(2) A, = SuppA = ix e XIA(x) >0| (2. 54) 
都 是 式 的 子 环 . 


该 定理 的 证 明 类 似 于 定理 2. 3. 6 , JA Ri. 
定理 2 .4.8 IAL rÆ X ik F fF, M D A, GE X BJ F FR. 
E BH 由 定理 2.4.4, 只 需 证 ,Yx, y, e nA, £ 
x ty, € nA,,-x, e DA,,x y, e rA, 
tef reT teT 
事实 上 ,由 x ,ye NA f$ 


(oa) = AA) 2A, (oa) 0) = AAO) =p 
Br Vite T,A(X) zA,A (y) Zu, B Vte Tx, eh,,y, e A. 
由 于 A 是 下 的 下 子 环 , 则 Vie7 了 ,zx +y, EÁ, -x, € A,,x, y, € Ao Bir EA x, 
+y, e nA, -x s DA, xy, e NA. 
Bb nA E XI FT. 
X 2.4.2 IARI XR FTR, AARE, Vx,yeX, 
A(xy) zAC(y). (Alyx) zACY)) (2.55) 
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则 称 4 是 X 的 下 左 理想 (下 右 理 想 ) , 若 4 既是 天 的 严 左 理想 ,又 是 七 的 下 右 理 
想 , 则 称 4 Æ X BJ F 理想 . 

显然 , 设 4 是 环 X 的 下 子 环 , 若 4 满足: 

A(xy) 宇 A(x) VACy) (2.56) 
则 4 是 的 理想. 

定义 2.4.3 Wt AJ XB)F TE EXVx,yeX, 

(xA) (xy) 2 ACy) (2.57) 
定理 2.4.9 i$ A 83 X B9 F XS FUR CEST: 

(1) AE X BJ Fem; 

(2) Vx e X,zACA,.,Axz CA; 

(3) VxeX,y, eA, Bl] xy, e A, y,xeA. 

证 明 (1)=0(2) BA AG) >4(y) ,4(yx) 24). 因为 
(34) (xy) =4(07) , (Ax) (yx) SAC) li A(xy) > (xA) (xy) ,A (yx) > (Ax) (yx) 
BÜ xACA,AxCA. 

(2)2(3) BGAlVxeX,xACA,AxCA, Vy, eA, A(y) zA,X 
Alay) 2 (xA) (xy) =A(y) 2A AGx) = (Ax) (x) 24) AM xy, 6 A x e A. 

(3)2(1) 已 知 VxeX,y, cA, W xy, eA, y,x eA. 

BE 3a y! eX B AG) «AD AQ) 497) 4 At e GI) 
+A(y')),MD ACY) 2 AAQUY) «ABE y eA, ifi xy) xy eA, Sp 
ATE IB. 

BV x,ye X,A(xy) >A(y), Alyx) =A(y), B) A E X B8 FER. 

3EXR 2.4.10 i$ X ES, Ae FCX) ,A 0,WJ A E: X B F EBD E y o E 
条 件 是 Vx,ye 蕊 ， 

(1) Alx -y) >A(x) AAC); (2.58) 

(2) A(xy) 2A(x) VACy) (2.59) 

定理 的 结论 直接 由 定义 2.4.2 可 得 . 

由 定理 2.4.3, 定 理 2.4.5 和 定理 2.4.9 可 得 下 列 定理 . 

定理 2.4.11 设 X 是 环 , Ae F( X) ,As 0,W| A 是 X 的 理想 的 充分 必要 
条 件 是 

(1) A-ACA; ` (2.60) 

(2) xACA,AxCA (xex) (2.61) 

ER 2.4.12. iE X Er, Ae F(X),4z8, 则 4 是 和 的 下 理想 的 充分 必要 
条 件 是 Vx ,y, eA, 
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(1) x =Y, EÅ; (2.62) 
(2) Vxe X,xy, e A,y,x eA (2. 63) 
定理 2.4.13 UL AL], EM X B8 —j F FEAR MM A, 也 是 X 的 下 理想 . 
证 明 定理 2.4.8 BENA, tÆ X Bg FPI. 


又 因为 (QA, ) (y) = MC > MAO) = (oA) O) JU OA, EXP 
左 理想 . 同 理 证 它 是 X 的 下 右 理想 ,所 以 nA4, d X 06 F FER 

定理 2.4.14 iE X R35, Ae F(X),Az9, 则 4 是 的 下 理想 的 充分 必要 
条 件 是 YAe [0,1] ,4, 是 了 的 理想 . 

证 明 4 是 F 子 环 的 情况 定理 2.4.6 已 证 

WAE XMF, VxeX.yeA, BAG) >A, X Alay) ZA(Qy) >A, Bi 
xy e A, yx e A, ,所 以 4 是 X 的 理想 . 

反之 , 设 4, EX HRE, VxeX,yeA, .xye A, yx e A. 假若 4 不 是 X 的 


1 LEE 
理想 , 则 jx',y e X, f A(x'y') <A(y'),A(y'x') «AQ, A = 3 (A(z'y') 


*ACG?)),lW AC) >A,A(x'y') «ABB x'y' gA, M y eA, 53 A, 是 理想 矛盾 ， 
A XKR F IB. REV x.ye X,A(xy) >A(y),A(yx) 2ACY) BL A £ X BS F XR 
想 


Æ 2.4.15 JUL A EE. X KI F ETE , Dti 

(1) 4 是 的 理想 ; 

(2) A, = SuppA É X BS BB. 

证 明 (1) 因为 4= Ixe XIA(x) =A(0)] 2 Aqu, B A E A B ACO) LAS, 
所 以 4 是 无 的 理想 . 

(2) 由 定理 2.4.7 知 Supp, Æ X BFA. 

VxeX,yeA,, M] A(y) >0. X A 38 X BJ F AR, W 

A(xy)ZA(y) >0,A(yx)ZA(y) 50 

所 以 xy e 4,,yx e 4, 于 是 A, dE X IRL. 

定理 2.4.16 设 /f:X 一 X' 环 的 满 同 态 映射 , 则 

C) B E XHY FPF 理想 ), 则 8B 850848 f (B) E X B) F FR CF 38 
i); 

(2) 若 4 是 站 的 下 子 环 (下 理想 ) D] A 89 /(A) & XAI F (F 理想 ). 

证 明 ”只 证 明理 想 的 情况 , F 子 环 的 情况 同 理 可 证 . 

(1) Vx,ye X, 3x',y' e X' ffi f(x) =x ,f(y) = y' , 则 

f'(B)(x-y)=B(/(x-y)) =B(f(x) -f()) 28GGO) ABO(G2)) 
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=f'(B)(x) Af '(B) (y) 
f '(B)(xzy) =B(f(xy)) 2 BOG)f(0) 8 BGGO) V B(/(y)) 
=f° (B)(x) Vf ''(B)(y) 
BAFI CB)RE X BJ F RR. 
(2) Vx',y e X’, 3x,y e X, EF f(x) =x',f(y) = y', Wl 
FANC =y") = S, A0 ES P 4,0 NT A, A0 ET A. Ae EL 
AMI AA(Cy)) = ( y. AQ) A (Y. AQ) 
=/(A)(x') AFCA) (y) 
fM) 7 eA UO 7 Wa 0 F Ys?) ET VUA C 
Z We A) VA(Y)) = CV AQ) V CUN AG) 
z2f(A) (à) VACA) Cy?) 
所 以 f(A)JE XH F HB. 
定理 2.4.17 设 X 是 除 环 , o,e 分 别 是 X 的 零 元 和 单位 元 , 则 XX 的 下子 集 
A(4 尖 8) 是 的 下 理想 的 充分 必要 条 件 是 Yxe 外 ,x 关 o, 有 
A(x) =A(e) <A(o) (2.64) 
证 明 (必要 性 ) 因 4(o) 2A(e- e) 2A(0) A4(e) =4(e) , XE x= o, f 
A(x) 2 A(xe) zACe) ,A(e) 2 A(x 5x)24(x), 故 VxeEX4(xz) =A(e) «A(o). 
(充分 性 ) HS Vx,ye X E xy, f A(x-y) =4(e) =A(x) AACY) 
ix -yW A(x—y) 2ACo) 2A(x) AACY), BU Vx,y e X,A(x - y) zA(X) A 
ACy) RE . 
HK, Vx,yeX, E xcoskycofi A(xy) 2A(o) 2A(X) VACY) 
# x#o0o,y#0, M] A(xy) 2A(e) 2 AX) VACy) Hi Vx,y e X,ACxy) z A(x) V 
4(7y) 成 立 , 所 以 4 是 天 的 下 理想 . 
定义 2.4.4 iA dA XEM FHER, Vxe X. 88 x +A(A +x)28 X X-F F Hl 


余 类 , 记 为 X/ 4, 妈 


x/4= [x «Aisex] (2.65) 


FOR IIFA X BS F HEB A.x +À =A +<x. 
定理 2.4.18 UA RE X KFH, Vx,ye Xl 
X*ÁZytACÁA(x-y) -A(o) (2. 66) 
证 明 ( 必 要 性 ) Vx,yeX,8 
A(x-y)=(A+y)(x)=(y+A)(x)=(x+A)(x)=A(-x+x)=A(0) 
(充分 性 ) Vze XB 
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(x+4)(z) =A( —x+z) =A((z-y) -(x-y))ZA(z-y) AA(x—- y) 
=A(z-y)AA(o) =A(z-y) =(4+7)(z) =(y+A)(2) 
故 y+4Gx+4, 同 理 zx+4SEy+4, 所 以 y+4=x+A4. 
定理 2.4.19 ib A EXE X B F ERR, Vx, ye XH 
(x £A) c (y cÀ) z (x t y) +Å (2.67) 
称 为 X/4 的 加 法 ,从 而 代数 系统 (X/ 4， + ) 是 一 个 加 群 
证 明 因为 4+4=4, 所 以 (x+A4)+(y+A)=(x+y) +A. 
显然 4 是 X/ 4,+) 的 零 元 ， -x+4 是 x+4 的 负 元 ,所 以 (X/ 4,+) 是 一 
个 加 群 . 
在 /4 中 定义 乘法 运算 ,Vx*,y eX 
(x+A)(y+A) =xy+4 (2.68) 
Ë x +A=x+A, +4=y+4, 由 定理 2.4.18 知 A(x, -x) =4(o) zACy, - y), 
所 以 
A(x,y, — xy) =A(x,y, — xy, +xy, — xy) 
zA(Cx, -x)y,) AA(x(y, - »)) 
三 4(x x) AA(y, - y) 
- A(0) AACo) s A(o) 
X BÀ AK(xK y, xy) &AQ0) , BO AC, y, 7 xy) 2ACO). 
Wifi xy eA xy +A, Bla, +A) Qn +A) S Gon) (y+4), 所 以 X/ A ET 
法 运算 一 意 . 
由 于 扎 是 环 ,不 难 验证 xfa 关于 乘法 有 结合 律 和 乘法 对 加 法 的 分 配 律 . 由 
此 得 定理 . 
定理 2.4.20 UA ROT X 00 F XH JU Y 关于 4 的 剩余 类 X/ A 关于 加 法 
和 乘法 构成 一 个 环 . 
定义 2.4.5 设 4 是 环 X 的 下 理想 , 则 和 关于 4 的 剩余 类 构成 的 环 
(X/ 4, +. ) 称 为 关于 4 的 商 环 . 
A ENX FRR, S 
e XX] A ex) =x+4 
显然 p 是 一 个 满 射 , 且 Vx,ye X, 
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g(x*y) (xy) *Az(x A) «(y A) 2 o(x) +@(y) 
Q(xy) =xy «Az (x «A) (y A) 2 o(x)oCy) 

由 此 , 环 (X, + ，* ) 和 {X/ 4, es JRRD, EU o 为 自然 同 态 . 

定理 2.4.21 设 / 是 环 X 到 X' 的 满 同 态 , oÆ XE, VA e (0,1 ], f 
f (0) 28 f t FA 同 态 核 , 记 为 K,, 则 K, Re X M F BBB, E X K, =X'. 

证 明 因为 o% +o 20,0, 0, 20, , -0', 2o, Br, o', 是 X' 的 下 子 环 ,又 
HAY eX, x'o', = (x'o'),,, =0 2 o,x', Bi o', 是 总 的 下 理想 ,由 定理 
2.4.1680 K, =f (0) E X f F 理想 . 

现 证 X/ K, eX ee X fO) =, 

2:X X] K, (x) =x +K, 
z: X| K, X Go K) =x' 
由 此 得 geo =f, 由 于 f 和 ov 都 是 满 同 态 , 则 g 也 是 满 同 态 . 
最 后 证 g ERN. ix =y, AC) =f(y) 0 
f(x) -f(y) =f(x-y)=0" 
H K, (x-y) =f lo) -y) =0 (f(x -y)) 2o, (o0) 2A =K,(o) 
由 定理 2.4.18 eK, cy eK, ,所 以 5 是 同 构 映 射 , 即 X/ K, ex. 


$2.5 模糊 素 理 想 与 模糊 极 大 理想 


定义 2.5.1 设 4 是 交换 环 X 的 下 理想 , 若 Vx,ye 针 ,有 
A(xy) =A(x) 或 4(xy) 2 ACy) (2. 69) 
MEKA Æ XW FRR. 
定理 2.5.1 j A E 283838 X B] F S38, Vx, ye X, A(xy -x) =A(0) Ë 
4(xy-y)=4(0), 则 4 是 蕊 的 下 素 理想 . 
证 明 因为 4 是 苇 的 下 理想 , 则 4(xy) 2A(x) ,A( xy) 2ACy) , XL ACxy - x) 
=4(0) , 故 
A(x) =A( =x) =A(xy - x xy) ZA(xy -x) AA(xy) 2ACo) AA(xy) =A(xy) 
BB A(x) zA(xy) ,由 此 A(xy) =A(x), 同 理 4(xy) 宇 4(y) 时 ,A(xy) 2ACY ,所 
LL A É X BJ FREER. 
538 2.5.2. 设 4 是 交换 环 X 的 理想 , 则 4 是 XX 的 下 素 理想 的 充分 必要 
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RIFE, H xy, EA BT x, eA sk y, € A. 

证 明 ( 必 要 性 ) j A E X B) F HAB M Vx,y e X, A(xy) 2 ACx) x 
A(xy) SAC?) E x, y, e A W Cey) a m xy, € A, LAC Xy) ZA An, FE A(x) Z 
A Au RACY) 2A Au, WC) €A XX(y), EA 

(EAE) LAE, y, eA Hf, z eA X y, e A,@ A(xy) =b, TE (xy), E 
A, BP x,y, e A, JA x, cA X y, cA, BDAC x) zb SC A(y) >b, m b - A(xy) > A( x) 
VACy) , BLA(QX) = 或 4(7) S b, BI A(xy) 2 A(x) X A(xy) SAC) BELA JE X 
的 下 素 理想 . 

定理 2.5.3 设 4 是 交换 环 和 的 理想 , 则 4 是 的 素 理想 的 充分 必要 
条 件 是 YAe[0,1], 若 4, 关 时 ,4, 是 的 素 理想 . 

证 明 ( 必 要 性 ) BAA E X FREE, Vx,y e X, A(xy) = ACA) K 
A(xy) AGO. BUS A d& X BJ F R48 , Wi] A, Æ XBRE, Æ xy e A, LU A (xy) 
=A,A m A(x) ZA 8k A(y) ZA, Bü x e A, 或 ys4 ,所 以 4 Æ X BR ERAB. 

(EA PE) PROS A R X f F RARI Vx,y e X,A(xy) >All) & A(xy) > 
ACY)- BUS do yo e X i AG yu) 2 AG) ,4(xoyo) >4(7o). 令 Ao=4(xoyo)， 
WW] xy, € A, B A, Ø, N xo #4 ,yo € A, ,这 与 4 是 素 理想 矛盾 ,所 以 Vx,ye 
X,A(xy) s A(x) BR A(xy) 2ACy) , BL A E X BJ F E3838. 

定理 2.$.4 WE A REGERE X B3 F RB, EVA eE[0,1],A, 50 BT ,A E X 
的 下 素 理想 , 则 : 

(1) 4 是 了 的 素 理想 ; 

(2) A, = SuppA Æ X H RHEW. 

证 明 (1) 因 为 4=4,o, 即 4 是 4 的 4(0) 截 集 , 由 定理 2.5.3 知 4 是 的 
素 理 想 . 

(2) 由 定理 2.4.15 NI A, E: X BJ B AB. 

i$ rye A, Mj A(xy) >0,3AÀA e (0,1], fi A(xy)>AÀ >0,JW (xy), =x € 
A,HTAEXBJ RHB W| x e Ask y, e A. HUC A( x) zA >0,A(y)>A 20,Bil 
xeA, X y e AJ, PEEL A, 是 下 的 素 理想 . 

定理 2.5.5 设 / 是 交换 环 X 到 交换 环 XX' 的 满 同 态 映射 , 则 : 

(1) 若 8 是 X' 的 F 素 理想 , 则 8 RRS B) EX FREE, 

(2) 车 4 是 X 的 下 素 理想 , 则 4 ASAA) E XI FRR. 

证 明 ”由 定理 2.4.16 50, f (B) RC) EA F BB. 

(1) Vx,ye X, x',y e X' [818 f(x) =x fy) 2y' W: 

f ' (OD) Gy) 2 BOGy)) =B(f(x)f(y)) 
因为 B 是 素 理想 , 则 B(f(x)f(y)) S BOGO 0 8 BOGOfGO0) = BCGO2) 
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BD f (B) (xy) =B(f(x)) =f ° (B)(x), RS (B) (xy) =B(f(y)) Sf. CB) 
(y) FASB) Æ X B) FREE. 

(2) Vx',y'e X', 3x,y e X 8149 f(x) =x',f(y) =y', 则 

FA) Gy) =A ES MoA O ET VUA 00 
AA A Æ XK FREAR, M Aly) AGO A(xy) 2ACY) ,从 而 
f) Gy) e. V, AQ) = V. AG) SAA) G”) 

或 (AG) s V. AQ) = V AQ) ef G^) 
FASC) Æ X'W F RER. 

下 面 我 们 介绍 己 弱 素 理想 和 正极 大 理想 . 

定义 2.5.2 WE A,B REM X B F F5, H BCA,WIER B E A BJ FF SR. # 
BEABJFT3MR, H Vo, eA, 

a,BCB (Ba CB) (2. 70) 
则 称 B8 Æ A BJ FERRO ASBAB); BAE AK FERR, XU E AFAR 
想 , 则 称 B 是 4 的 F 理想 . 

定理 2.5.6 A EIX HJ F fF, B EAR F BREAD , N SuppB 是 Supp4 
的 理想 . 

证 明 ”由 定理 2.4.7 知 SuppB, SuppA 均 为 的 子 环 ,显然 SuppB 是 SuppA 
的 子 环 . 

VaeSuppA,b e SuppB , l] A(a) »50,B(b) >0,3A,u4e (0,1], 使 4(a) 宕 
A»0,B(b) zu >0,Bla c A,b, e B, HFB EA B F PAR LU] a, BC B, Ba, CB, 
ik a,b, e B, ba, € B, A m (ab) np e B, (ba), € B,ik B(ab) >À Az >0,B 
(ba) ZA Au »0 于 是 abe SuppB ,ba e SuppB, 所 以 SuppB 是 SuppA 的 理想 . 

定义 2.5.3 AEI X B) F TE, B E AB FEM 3 SuppA = Supp , ll 
FR B R A ñj F S ju SIBI SuppB = (0) , 则 称 8 是 4 的 F 零 理想 . 

定义 2.5.4 设 4 是 交换 环 筷 的 严 子 环 , 且 是 4 的 下 理想 , 若 Va ,bs4 
(A >0,p4>0),a,b,eB, 则 30<A’<A,0 < xp, fii a, EBX b, eB, UFRB Æ 
4 的 下 弱 素 理想 . 

特别 地 , 若 B EXKI X J) F ERR, Va,be X, Er a,b, e B, 30 «A'«A, 
0 «u' xp, fE a, € B R b, e B, B E X BJ F 59 3 3828. 

由 定理 2.5.2 立即 可 得 下 面 定 理 . 

定理 2.5.7 ”交换 环 开 的 素 理想 定 是 蕊 的 弱 素 理想 . 

定理 2.5.8 UL A JEGE TRA X B) F CFR, B RA BS F ERAS, B É A RS F 
弱 素 理想 的 充分 必要 条 件 是 SuppB 是 SuppA 的 素 理想 . 
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证 明 ( 必 要 性 ) Ya,be Supp, % ab e SuppB, 即 8(ab) >0, 则 3 和 A€ (0， 
1], {E B(ab) zA »0,Àt a,b, = (ab), e B, EIOS B EAH FR, M| 30 < 
A'zxA,0«yu'xpu lii a, e B sk b. e B,Bl B(a)2>2A'>0,B(b)>u' >0, 从 而 ae 
SuppB 或 be SuppB , t SuppB 是 Supp4 的 素 理想 . 

(充分 性 ) Va, b e A, a,b, e B, Bl Cab) a EB, N A »0,5»0,H abc 
SuppB. 由 于 SuppB 是 Supp4 的 素 理想 , 则 ac SuppB 或 be SuppB, ifii 30 «A' 
xA, «yu'zxp,B(a) zA'3xX B(b) >p ika e B sk b, EB, RA B J& A B F 85 

推论 2.5.1 设 4 是 交换 环 天 的 下 理 想 , 则 4 是 下 的 眉 弱 素 理想 的 充分 必 
要 条 件 是 Supp4 是 的 素 理想 . 

类 似 地 ,我 们 用 承 集 定义 极 大 理想 . 

定义 2.5.5 WE A EM X B] FT, B JE A BS F FEAR, Æ SuppB 是 SuppA 
的 极 大 理想 , 则 称 刀 是 4 的 正极 大 理想 . 

特别 地 , 若 SuppB 是 环 X 的 极 大 理想 , 则 称 B 是 和 的 下 极 大 理想 . 

定理 2.5.9 iZ AEI XH FT, B E X É) F BAB MH B E A 08 F OK 
理想 的 充分 必要 条 件 是 : 

(1) SuppB x SuppA; 

(2) CE A BS F HERE, EL CO B, 3; SuppB z SuppC , MN] SuppC = Supp4. 

定理 的 证 明 直 接 由 定义 2.5.5 可 得 . 

在 经 典 环 论 中 ,在 环 与 其 极 大 理想 之 间 不 存在 其 他 真理 想 ,而 在 玉环 中 , 环 
与 其 FF 极 大 理想 之 间 还 存在 无 穷 多 个 下 理想 . 可 以 从 下 面 定 理 得 到 .、 

定理 2.5.10 iA EHX DFR, B AA+X, WAE X BJ FAB, BAX, 
H.BEGSA. 

证 明 P VxeSuppA,A(x) - 1, ERJA As X, M 3x & X, fii x e Suppa, MS 

A(x) ,x e SuppA 
B(x) = Doce Suppl (0 «A, «1) 
易 证 8 是 站 的 理想 , 且 BDA. 
若 JjxeSupp4,4(x) 关 1, 取 ev 使 0<eu<1l - inf A(x) NE 
B(x) 2 (A(x) +e) ^l 
则 8B 是 XX 的 理想 , 且 BDA. 

定理 2.5.11 E X RU ROC e 的 交换 环 , AE XW FE, EAC) >0， 
则 4 的 每 一 个 正极 大 理想 都 是 4 的 下 弱 素 理想 . 

WEB] 由 4(e) >0 知 eeSupph, 故 SuppA 是 有 单位 元 的 交换 环 . 因为 B 是 
A B) F BECA HEB N SuppB 是 SuppA 的 极 大 理想 ,由 经 典 环 论 知 SuppB 是 SuppA 
的 素 理想 ,所 以 是 4 的 下 弱 素 理想 . 
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BIS RRR T E 


$3.1. Æ EE 


WCG, - ) 是 群 ,P(C) 是 C SER EPCG) - 19| 中 引入 运算 ,V4,Be 
P(G) - 10) 
A*B&l|a- blaeA,be B| (3.1) 
füida:bz-ab,A: B-AB,lal| - B=aB. 
显然 ,P(C) - [8| 是 有 单位 元 1e! 的 半 群 ,其 中 。 是 6 的 单位 元 . 
定义 3.1.1 设 gCP(C) -181, 若 g 关 于 运算 (3.1) 构 成 一 群 , 则 称 g 是 
G EB —^ ERE. 其 单位 元 用 表示 ,4 BJ OG A RR. 


显然 , 群 G 关于 其 正规 子 群 N 的 商 群 cjN E G EB—A ERE 


例 3.1.1 设 非 零 实 数 乘 群 (Ri,: ), RC E (0,1),45(-1,0),J]] g = 
(E,ALIE R, ERG TRR. 

定理 3.1.1 itg ER G E BSRERE DUE: 

(1) VAeg,lAI = IEI; 

(22) VA,Beg, d: AGDBseQ,WJIIAQCQYBI = | 五 1. 

证 明 (1) 因为 4E - A, W Vae A,aECA, FREI EL =laEl < 1AT; 55b, 
A" A-E,li|VbeA bACE,3 E lAl S IBALTEI,BEULIAL = TEIL. 

(2) Xi ceAnB,llll cECA,cECB, Jii cEeAnB,Bl TEIL = cE x IAM BI, 
XBAÀIAnBIxIALSIEL,BEEAIAC BI S TEIL. 

设 g 是 群 6 上 的 需 群 , 记 

G'AUfAlAeg} (3.2) 

定理 3. 1.2( 结 构 定理 1) 设 g ÆR C EARR, M: 

(1) ERI G' Æ GETER; 

(2) 车 是 6 的 独 异 点 , 则 6G’ 是 6 的 独 异 点 ; 

G) EE É G BJ fe MU C'E G 的 子 群 . 
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证 明 (1) H T E' =E, 所 以 E E G 的 子 半 群 . 

Va,beG ,A4,Beg, 使 得 aehA,beB, 则 abe 4Beg, 即 abeG ,所 以 
G'E GTER. 

(2) HFE ECHR S, M e e EC G* ,所 以 6G' 是 6 的 独 异 点 . 

(3) Vae6G",I]4eg, 使 得 a e A. 由 44 E,HeeE,dJbeA,b e 
A^ f bb =e, hjk ab ' e AA"! - E, l| 3h e E, fH ab =h, 即 a=hb, 从 
而 a zsb'h'eA"EzsA'eg,ita'eG',XNeeECG' ,所 以 6 是 C 的 子 
群 . 

推论 3.1.1 eg hi Re G ERRU E FG" 都 是 6 BT RE. 

定理 3.1.3 Weg RR G LBJABE,M ee 6G' 的 充分 必要 条 件 是 Vae G , 
Wla'gG'. 

证 明 略 . 

i£ 例 3.1.1 说 明 , 存 在 eeC BJ RE BE. 

定义 3.1.2 WE H EBE 6 的 子 群 , 若 EGEP(C) -|Ø ig: Vae H,aE = 
Ea, NP E XT H EHR. E E J: G 的 子 半 群 ( 独 异 点 、 子 群 ), 则 称 E 是 6 的 关于 
H 的 正规 子 半 群 (正规 独 异 点 .正规 子 群 ). 

定理 3.1.4( 构 造 定理 1) iZ H SEG 的 子 群 ,E 是 6 BJ F H BJ iF Rl 
半 群 , 且 E =E, 

g&laElaeH| (3.3) 

是 6 rm 4 A Be. 

WEBS VaE,bE eg, 则 (aE) (bE) =al Eb) E-abE! -abEeg, X. E i g BJ 
单位 元 ,a E 是 aE B5 76, rA e E G E BJ 56888. 

例 3.1.2 设 实数 加 群 (R, +), E= (0, +o), PA E JE R BST ERE, 
DUE 

(Dg, =E ÆR EIRE; 

(2)m = {E +ilie ZI JE R ERSRERELEBRCZ, + ) 是 整数 加 群 。 

ik 例 3.1.2 的 (2) 说 明 , 存 在 eeE,esC” HRR. 

定义 3.1.3 iz EBE CER, 

(1) # E GAIRA, MP zg 是 6 HERRE; 

(2) # E É Ç BJ f k MAK g 是 6 I SCRRE. 

由 定理 3.1.2 知 ,E 是 6 的 子 半 群 ,所 以 eeE KRR EE HURERE. 

定理 3.1.5 (1) AREE E BUREREIE — SX SE BEF ; 

(2) Ë fuste A FR AE BJ CREE — SURREY. 

设 g 是 G 上 的 帘 群 , 记 
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AA [aeAla eA'^!| (3.4) 
CeUl4lM4eg| (3.5) 
称 4 是 4 的 核 ,6G 是 6" 的 核 . 
特别 地 E-|acEla'' eE] (3.6) 
显然 ,(1) E 是 群 6 的 子 群 ; 
(2) E ec E.M) VAcg,Av 0. 
定理 3.1. 6( 结 构 定理 2) bg EB C EBD IEHUR REL RII C E C BUT RELE 
是 Ç 的 正规 子 群 , 且 
g - lA - aE - Ealace ACG} (3.7) 
证 明 巨 是 6 的 子 群 ,CE 是 6 的 子 群 ,直接 由 式 (3.4) , 式 (3.5) , 式 (3.6) 得 
到 . 
显然 , 当 aeA 时 ,aE CAE -A, Ybeh4, 由 于 aeh4,b -eb-aa ‘b=a(a b) 
eaA `A zaE,Bl ACaE, FE A= aE. 同 理 ,A = Ea, Bil a e ATA = aE = Ea. 
最 后 证 2 E: Ç 的 正规 子 群 . 
VxeECE,WJ x ' eECE,H aE = Ea, 3 ye E, ffi fH ax = ya , W| y = axa ^ , 


y z-ax la eaEa =E, yc E,Bl a E = Ea, 所 以 E 是 C6 的 正规 子 群 . 
记 群 C 上 的 正规 寡 群 g 为 
g= [aE - Ecla e G] =G 
推论 3.1. 2 设 5 是 群 G ERUEAURRE N 
(1) 五 是 C 的 正规 独 异 点 ; 
(2) 6/ Eg Gy E wm. 


定理 3.1.7( 构 造 定理 2) WE HÆR G 的 子 群 ,已 是 Cc 的 关于 已 的 正规 独 
异 点 , 记 


(3.8) 


E 


H| à [aEla e H] (3.9) 
则 五 ; 是 上 的 正规 寡 群 . 


定理 证 明 类 似 于 定理 3.1.4 的 证 明 . 尼 是 单位 元 ,a E 是 aE BR 7C. 即 
(aE) ' =a 'E (3.10) 
83.1.3. 设 R 是正 实数 乘 群 ,5=lli,+o) 是 及 -的 正规 独 异 点 ,Q 是 
正 有 理 数 乘 群 , 则 


g- [aElaeQ') 
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是 R -上 的 下 关于 Q ` HERRE. 
定理 3.1.8 设 g 是 群 6 上 的 正规 项 群 , 则 
(1) Va,beG, aE=bEeaE - bE (3.11) 
(2) Va,be G, Eaz-EbesEa = Eb (3.12) 


证 明 (1) aE - bE, Hee E,fá beaE,ae bE,Wla be E,b ae E, i 
a be E, Hit aE = bE. 

若 aE=bE, 则 a beECE,b ae ECE,BI beaE,aCbE, lk bE C aE = 
aE,aE CE! = bE, tili, aE = bE. FRV aE = bEcoaE = bE. 

同 理 证 (2) . 


定理 3.1.9( 同 构 定理 ) 设 | 是 群 C 上 的 正规 军 群 , 则 6| <6/E. 

证 明 令 /:6| C/E,/(oE) =aE, 由 定理 3.1.8 知 /是 双 射 , 且 VaE， 
bpeG| A (aE) (bE)) -f(abE) 2 abE = (aE)(bE) =f(aE)f(bE), 所 以 是 
同 构 映 射 , 即 G| <G/E 

定义 3.1.4 群 C 上 =6 的 正规 害 群 称 为 6 的 广义 商 群 , 记 为 6| . 

推论 3.1.3 群 C 上 的 每 一 个 广义 商 群 6| 都 同 构 于 CHRR C/E. 

定理 3.1.10 i2 G | REC EM ESSERE, 

(0€ | 的 每 个 子 群 的 形式 为 

H| à {oglae ,ECH,H 是 6 的 子 群 ] (3.13) 
(2) G| 的 每 个 正规 子 群 的 形式 为 


H| A {aElae ,ECH,H 是 G 的 正规 于 群 ] (3.14) 


由 同 构 定 理 3. 1.9 直接 可 得 . 
R E ER 6 的 子 集 , 记 


N(E) à [ae GlaE = Ea | (3.15) 


MJ N(E) 是 6 的 子 群 , 称 为 E 的 正规 化 子 . 
定理 3.1.11 设 E 是 群 6 的 独 异 点 , 则 以 为 单位 元 的 最 大 正规 者 群 为 


NCE) | ;最 小 的 正规 短 群 为 181. 从 而 正规 寡 群 G | ELLD | SOUTH 


第 三 章 TE 5 E MB YE EE 89 


推论 3.1.4 若 已 是 群 6 的 正规 独 异 点 , 则 广义 商 群 C| 是 以 为 单位 元 
的 最 大 正规 筷 群 , 且 每 个 正规 筹 群 | 均 为 C| m 


推论 3.1.5 交换 群 C 的 正规 宕 群 均 为 广义 商 群 6 MFR. 
设 g 是 群 EC 上 的 寡 群 ,V4eg, 记 
AC" A a scrias4| (3.16) 

PACO H ARETE. 

显然 ,ee ESA? = 0. 

TE 3.1.12. itg ER G EB9— SCRERE WN: 

(1) VAeg,A "A755 

(2) E-E,G-G'. 

证 明 (1)VaeA"',rBHee EHIAA"! =E, BbeA,b eA" ff bb 7 =e, 
又 由 定理 3.1.7 知 4 =b EXP aeA  , 3ce E,f&füa-b e, Ma =c 0 
e EA=4, 故 ae A U BBA GAC. Bh, Vae A! P Vila e A.B AM =E, 
JbeA" ce E, fifa 'boc,litazbc eA" EA, BACO CA ,所 以 

AC! zAC 
(2) 由 于 已 是 G 的 子 群 , 则 巨 = 已 再 由 式 (3.2) . 式 (3.4) . 式 (3.5) 知 
G-G'. 

定理 3. 1. 13( 结构 定理 ) 设 g ER G LBU— SCR BE WU G'E C 的 子 群 ,E 

是 6 ”的 正规 子 群 , 且 


g- [Az aE-Eala c ACC" ]. (3.17) 
推论 3.1.6 群 C 上 的 一 致 宕 群 6 [ER c XT E HIS =G 的 一 


sci RUE C/E. 
推论 3.1.7 (1) 2 E EË G 的 正规 子 群 , 则 以 尼 为 单位 元 的 一 致 寡 群 均 
^m G E MTR- 


(2) 交换 群 C 上 的 一 致 时 群 均 为 商 群 C/E 的 子 群 
推论 3. 1. 8( Lagrange EH) ” 若 g 是 有 限 群 G6 上 的 容 群 , 则 
IC| -[6:6* JG: E] | E] 
推论 3.1.9 z 是 有 限 群 C 上 的 宕 群 的 必要 条 件 是 | E| EIC | 的 因子 ， 
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Ic | 是 16| 的 因子 . 

推论 3.1.10. 阶 数 为 素数 的 有 限 群 只 有 单位 元 作为 独 点 集 1。| HR AO SERE 
( 称 为 自然 宪 群 ) 和 由 C 的 独 点 集 { Lol 1a e G] 构成 的 罕 群 ( 称 为 离散 宕 群 ) 


定理 3.1.14( 构 造 定理 3) VE HER G BJ fi E JE G 的 关于 已 的 正规 子 
群 , 则 


a/ Ea («Eie n] (3.18) 


是 6 上 的 一 致 寡 群 . 
证 明和 定理 3. 1. 4 的 证 明 类 似 .5 是 单位 元 ,a E 是 aE 的 逆 元 . 
例 3.1.4 WEE SCORE EE(CR,, 0, BUE 2 (0, c ) JE R, 的 子 群 , 设 


(Q,, - ) 是 非 零 有 理 数 乘 群 , 令 8 = [aEla e Q}, Mg 是 R, E05 SCRERIÁ 
定理 3.1.15 RcC/ERHCLU-EOERN M. 
(1) 67 / 下 的 每 一 个 子 群 的 形式 为 
Hj Ea {aElae HEC H HR 6 -的 子 群 ] (3. 19) 
(2) 67 | E 的 每 一 个 正规 子 群 的 形式 为 
n] £a {oglae H,ECH,H E C 的 正规 子 群 } (3.20) 
定理 3.1.16 HL E EË G 6 T-3E, RUDI E 35 LRL AU RC — HERA 
NCE) | E; Rb —BCREROR E]. 
特别 地 , 若 忆 是 群 的 正规 子 群 , 则 商 群 C/E 是 以 E 为 单位 元 的 最 大 一 至 
s. 
定理 3.1.17 Bc C [ERES NODI E HFR MEE G 
MESTRE, Rap 6 | E 均 为 商 群 C/E 的 子 群 
推论 3.1. 11 交换 群 的 一 致 晕 群 均 为 某 一 商 群 的 子 群 


83.2 KEEN 2 E 


定理 3.2.1 设 g,g; EEF G ERER EO RERE IUE E, Z E, 的 充分 必要 
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条 件 是 g Ng = 0. 

Hop E, E, 分 别 是 g ,g, 的 单位 元 . 

证 明 ”充分 性 显然 . 

BE z g. 0. 3A e g, ,A eg,, 由 此 Vae h(ae4) ,4 = aE, = aE, , W 
E, = E, 5 E, E, FJA, PA g, Ng = D. 

由 定理 3.2.1 知 , 群 CG 上 的 正规 (一 致 ) $E BE G] DL ss fu zo f 2y28 , 2 Id 
的 单位 元 对 应 于 不 同 的 宕 群 类 . 以 巨 为 单位 元 的 正规 需 群 类 记 为 gE), — KRE 
群 类 记 为 & (E). 

it NHC) RRE CG EWEA ERRERA, N 


NH(G) à [g(E) IE E C RUBRA) (3.21) 
ib UHCG) S R BE G LORE- SURE BESIS , 则 
UH(G) à [e cy e E G rg] (3.22) 


显然 ,UH(G) C NH(C). 
定理 3.2.2. il E RE RE G 的 独 异 点 ( 子 群 ) , 则 G, 是 N(E) 的 子 群 的 充分 必 


ERIE C, | (ef E) NC [ve | E) FR 
证 明 VaE,bE ec G, | (a,be G,) .H F(aE)(bE) ' -aEb 'E = ab 'E, 则 
ab e G eS (aE) CBE) ^ =ab Ee G, NL G, 是 N(E) 的 子 群 的 充分 必要 条 


件 是 6, | ENE) | 的 子 群 


一 致 寡 群 的 情况 同 理 可 证 . 
推论 3.2.1 (1) 设 g(E) e NHCO) , 则 
g(E) - [6| ic won irr] (3.23) 
(2) itg’ (E) e UH( G) , 则 
g (E) - (G'/ EIG' J& NE) WFE} (3.24) 


由 同 构 定理 3. 1.9 立即 可 得 下 列 结论 . 

定理 3.2.3 设 已 是 群 6 的 独 异 点 , 则 对 于 正规 基 群 W( BE) | WERTH 
e 部 惟一 存在 一 至 血 群 N(E) | E 的 子 群 6/ E MENM, n 6| =G/E 

推论 3.2.2 EE EBE C 的 正规 独 异 点 , 则 广义 商 群 C | * 的 任意 子 群 C | 。 
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都 惟一 存在 商 群 c 5 的 于 群 c/ E 与 它 对 应 , 且 € | ED 
定理 3.2.4 设 G |a. | eC (C/E,c,/ E, e a CE) MI 


(1) G, 是 C, 的 子 群 的 充分 必要 条 件 是 G, FOOD G, | e 5) 
群 ; 
(2) €, 是 6, 的 正规 子 群 的 充分 必要 条 件 是 C 1, (o | 8) 是 G 1。 


[| 四 的 正规 子 群 

证 上 明 (1) 的 证 明 与 定理 3.2. 2 的 证 明 相 同 . 

(2) VhEeG, [;,,aEe G, l|, (he G,,ae G,), H F CaE) (AE) (aE) ' = 
aEhEa ' E 2 aha ' E, FFV aha e G aha Ee G | 4, BEA Ç, Æ G, 的 正规 子 
群 的 充分 必要 条 件 是 G |, 是 6, | , 的 正规 子 群 . 

[33 8 uE BH — SURETE BJ Ti DC. 

定义 3.2.1 itg(E)eNH(G),E-G, CG C-- CG NCEE N( E) BS. 
集 列 ， 

(1)3& C, Æ G6; 的 子 群 (i=1,2,…,n), 则 称 子 集 列 

Gle<G |; <: <G le (3.25) 
JE IE SUREREAS g E) 的 子 群 列 ; 若 上 述 子 集 列 无 异 于 自身 的 加 细 , 称 为 合成 子 群 
5j. 

(2) 若 6,_, 是 6; 的 正规 子 群 (i=1,2,…,n), 则 称 子 集 列 

G,|, 36, ld 6,]; (3. 26) 
是 正规 寡 群 类 g CE) 的 正规 子 群 列 ; 若 上 述 子 集 列 无 异 于 自身 的 加 细 , 称 为 合成 
正规 子 群 列 . 

定义 3.2.2 ibg'(E)eUH(G),E-G, CG G-- CC, - NE) & N(E) RR) 
TES, 

(1) 若 6G;_, 是 G6; 的 子 群 (i=1,2,…,n), 则 称 子 集 列 


cu/ Eee | E ee, E (3.27) 


JÉ— SUR BEZS g ° CE) 的 子 群 列 ; 若 上 述 子 集 列 无 异 于 自身 的 加 细 , 称 为 合成 子 
群 列 . 
(2)# C ,是 G6; 的 正规 子 群 (i=1,2,…,n), 则 称 子 集 列 


Gf Eac, | gq ac, E (3.28) 
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JR — SUREBEZS g (E) 的 正规 子 群 列 ; 若 上 述 子 集 列 无 蜡 于 自身 的 加 细 , 称 为 合 
成 正规 子 群 列 . 

定理 3.2.5 正规 (一 致 ) 军 群 类 g(E)(g"(E)) 的 子 群 列 (3. 25) ((3. 
27) ) 或 正规 子 群 列 (3.26)((3.28) ) 是 合成 子 群 列 或 合成 正规 子 群 列 的 充分 必 
要 条 件 是 C, ,是 6G,(i=1,2,…,n) 的 极 大 子 群 或 极 大 正规 子 群 . 

定义 3.2.3 对 于 正规 (一 致 ) 寡 群 类 g(E)(g"(E)) 的 两 个 正规 子 群 列 ， 
若 它 们 的 商 群 一 一 对 应 且 对 应 商 群 同 构 , 则 称 这 两 个 正规 子 群 列 同 构 . 

定理 3.2.6 设 g(E) e NH(GC),g(E) 的 两 个 正规 子 群 列 G, | 36, | 1 
46, , |; ANCE) | 4f H, | <H, [ed 4H,., | , INCE) |; 同 构 的 充分 必 
要 条 件 是 NCE) 的 两 个 正规 子 群 列 G, 1G, 01-46, INCE) HI H, <H, <- 
4H, , IN(E) 同 构 . 


定理 3.2.7 We’ (E) e UHC) ,E (有 的 两 个 正规 子 群 列 Gu/ Ec, | E 


a6, | EanG) EH /EAH | Ea an, | EKNE) | E 同 构 的 
充分 必要 条 件 是 N(E) 的 两 个 正规 子 群 列 G, 16, 1 X16, , INE) M H, <H, 
4-- 4H, INCE) EH. 
定理 3.2.8 (1) 设 G1s,6, |l; egCE) WCG OG) leg (E), B 
(6,n6G,)|1,26,|],n6G,], (3.29) 


DEG JE, G [Eee (E) MG NG Eee (E). HB 


(Ge nao ese /enc /E (3.30) 

证 明 只 证 (1) , (2) 的 证 明 类 似 . 

由 于 G, ,6, 是 N(E) 的 子 群 , 则 G C, 是 NCE) BERE (0,06) |, e 
g(E). _ _ _ _ _ _ _ 

VaEe (G, NG) |,eae G. ,a e G,esaEe G | ,,aE e G, | ,esaE 8 G |n 
6,1,,3£(6,06,) | , =G | , n6, la 

33.2.9 (1) 设 6,1, 6 |seg(E),C, 是 N(E) 的 正规 子 群 , 则 
Gi G, |; eg( E). B 


6,6,1,2(6,1 ,)(G, |e) (3.31) 
DAG [E.G [Eee (E), 是 N(B) 的 正规 子 群 , 则 (G' G7 Ee 


g (E), B. 
ceo E» (e [ (e: [ 5) (3.32) 
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WEBB 只 证 (1) ,(2) 的 证 明 类 似 . 

由 于 C, 是 N(E) 的 正规 子 群 ,6, E N(E) 的 子 群 , 则 6, G, 是 N(E) 的 子 群 ， 
8C, G, | eg CE). 

V aE c (G, G,) |, Jj 3a, eG, Ja, e G, ,使 aG=ala, 且 aoE=ala) 巨 = 
(aiE)(aE) e (G, | .) CG, |£), BIG, 6,1, C (C6, | 2 (G l). 

另外 ,VY (aE) GE) € (6, | D (6, |) (2, e Cira, € 6,) Bi P CaE) (bE) = 
aEbE 2 abE € (6,G,) | s, BEA (6, le) (Gale) € (6,6,) 1， 由 此 

6, 6,1, (6,1 (6,1 9). 

由 此 我 们 可 以 利用 代数 学 的 第 三 同 构 定理 (Zassenhaus 定理 ) ,用 正规 (一 
S) 寡 群 类 的 交 与 积 把 正规 (一 致 ) 宕 群 类 的 两 个 正规 子 群 列 加 细 为 合成 正规 子 
群 列 ,得 到 O. Schreier 定理 和 Jordan-Holder 定理 的 推广 . 


定理 3.2.10. HFA- ER A) RER g(E)(g"(E)) 的 任意 两 个 正 
规 子 群 列 有 同 构 加 细 . 

定理 3.2.11 SIR IESELC— SO RERE2S g(E)(g'(E)) 有 合成 正规 子 群 列 ， 
那么 该 类 的 任意 正规 子 群 列 可 以 加 细 为 合成 正规 子 群 列 , 且 同一 类 中 任意 两 个 
合成 正规 子 群 列 同 构 . 


$3.3 FA N EA A E H 


定理 3.3.1. 设 /是 群 C 到 C, 的 同 态 映 射 ,g 是 6 上 的 睁 群 ， 


& afle) à [f(4) |4eg| (3.33) 
M| z, 是 C, LBS SERE, B z, - e. 

证 明  VA,,B, eg, , Ul 3A, Be g, ETE f( A) 2 A,,f(CB) - B,, 0] A,B, = 
f(AJfKKB) 2f(AB) , BE A,B eg e f(E) =E, ,M) E, A, S f(E)fCA) =f( EA) = 
FCA) =A, EB AE, 2 A, BEA E, = f(E) E g, 的 单位 元 . PROS fCA 2f(A) = 
JATA) &fCE) =E, IE f(AJf( A! ) SEL, FE,(f(A)) AAT), EU g, 
是 G, ERR. 

H 3X (. 33) A0 f JE g #l g, BOTE LEL/CAB) 2 fCAJFCB) BREL f Æ g 8 g, 
的 满 同 态 ,因此 g - z. 

定理 3.3.2 ESER CIC 的 满 同 态 ,g, 是 6G, ERR, M 


gaf (e) A [AAD lA en] (3.34) 
£ G ERR, H g~e. 
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其 中 f°'(4,) = {xe cl/x) eA]. 

证 明 与 定理 3.3. 1 的 证 明 类 似 ,从 略 . 

定理 3.3.3 ac /5 是 群 EC 上 的 一 致 寡 群 ,A:C-*C, 是 同 态 映射 , 记 f = 
fl. S ECker f , 则 惟一 存在 同 态 映射 C. c | EC, 使 得 F=f -p,p 


ECAC /EMARRM), ELM E=-ke Fat, 是 单一 同 态 ,C6* | E= 7 
(67) (如 图 3.1 BER. 


re f G, G f G 
V 三 
9 f° 
? f. 
r 
* — 所 一 一 
G G r! G|, 
图 3.1 图 3.2 


定理 3.3.4 i G|, EBE G ER IEHUE SE: C6, 是 同 态 映 射 , 记 f = 
f|s, 若 ECker f, 则 惟一 存在 同 态 映射 /, :6 | ,一 C, ,使 得 f =f, (V E Ç 
8| |, 的 正规 同 态 ) , H.E - ker f. 时 ,f, 是 单一 同 态 ,CG | := f (G). 

证 明 ”如 图 3.2 BUR, HUE E 3.3.3 知 ,惟一 存在 广 :6/ Ec, b 7 = 
Fop Rf. Rf ruri pf Pf erer’ egp=f ep=f (r Es G 
l; 到 5/ ER FLUR) ,由 广 和 7 的 惟一 性 知 ,f, 也 是 惟一 的 . 

最 后 ,由 于 =kerf ef Eiso. 是 单 同 态 , 从 而 G1。= f (G). 


推论 3.3.1 群 G 上 的 广义 商 群 6|: 是 6 的 同 态 像 ;反之 ,车 G, 是 群 G 的 
同 态 像 , 即 A CG) = G. MJ G =G], (H E =ker f). 


定理 3.3.5 RSEN CAR C Gs ECCL 已 是 6, EI EORR 


REF CE), C =f (I E E C EB EOERLE c' | E= G; 
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证 明 令 了 =f|。. ,如 图 3.3 BERE = pof ,而 
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ker g=(9°f) '(E)- f ^ (g^ (E))) =f (E,) =E, 
故 c' [£o [ E. 


定理 3.3.6 设 /是 群 G 到 群 C, KRIS, Ë c 1 EC EÉ)—ECRERE, 


iB (E) = 已 (6 ) = G° , W GJE, 是 G, EH — SUR BE, B 4 ED kerf 时 ， 


c' [£a] E. 

证 明 DOS (E) =E, f£ (E) =S (CE)) BE, X E2kerf=f''(E,), 
MW E «f^ (E) =ker/, 所 以 C | E=; Í E. 

定理 3.3.7 if ERE G 到 群 C, 的 满 同 态 , 若 C |, E C, EBD IE BUR RE, 
i EAf (E), G= (6) UG | JE G EMF. G| ,=G,.| ,. 


证 明 G= f (G )E CFR, E=- (E)E CHERAS S GI, 
是 G BJ IE BL 3E BE. 


4 f =f| W (f (G) =G, 即 上 是 6 到 6, 的 满 同 态 . 如 图 3.4 所 示 ， 


idgA of (V J& C, AG | 的 正规 同 态 ) , 故 g 是 6 到 GC, | DRAS, HE 
W 3.3.4 E, 4 E =kerg B},G| =G, | a 


G'i g — — 6, 
v 
L4 M g 
Gi E, Gile, 
B 3.3 图 3.4 


SUE E - kerg, Va e kerg, ll g(a) e E, , Bü (Pef )(a)  V( f (a)) e E,, 
故 f (a) E, =E, AT f (a) E, = 已 ,于 是 f (a) e E, CE W| ae f''(E,) =E, 
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又 a "ekerg, 同 理 证 a ef (E) -E,H a e E , B} kerg C E. E Z.,a e E, 
acE,Ba 'eE,MW) f (a) eE, f (a ')=(f(a)) EE, t f (a) eE,, T 


是 f(a)E =E Jii f (a) E, =E,, Bl f (a) e E, M| g(a) = V(f (a)) e 
V(E,) =E, ,所 以 aekerg, 由 此 巨 Ckerg, 故 kerg =E, TE C | 6, | e 

定理 3.3.8 设 /是 群 G 到 群 G, DRAS, G 1s 是 CG 上 的 正规 容 群 , 记 
AE)=E,f(C) = G, M G |, 是 G, 上 的 正规 寡 群 , 且 当 已 2 kerf Bf, 
G|, ,=G,| a. 

证 明 DOS C, =f(G)E G, 的 子 群 ,E, = f(E) E: G, 的 正规 独 异 点 ,所 以 
G, | 5 是 C, 上 的 正规 者 群 

HF) = 广 (KG))26 GU) SF CE) ) BE, RRES CE) 
CE, (6) CC, A (E) =E, (6) 26, B853E383.3.7 48 G| 19 6, ] 

EXE, Yaef (Ej) =f (CE) Jl f(a) e f(E) i 3h e E, E fa) 
zf(A) 2f(eh) =K efh) W fCa) (/(h) ) ef(ah ^) =f(e) Ë ah ^ e kerfC 
E, FE Jh, e E, 使 得 ah" zh a = h,h e E, Am f (E) C E. 同 理 证 
fC) CC, G| =G |a. 


83.4 知 环 及 其 分 类 


WR, €, ) 是 环 , 在 寡 集 PCR) - i181 中 引入 代数 运算 ,V4,BeP(R) - 
181, 


A*BA [asblacA,beB] (3.35) 


A: Ba [a-b|aeA,be B] (3.36) 


显然 P(R) - 寺 纪 | 分别 关 于 式 (3.35) 和 式 (3. 36) 构 成 半 群 。 简 记 
a+ b=ab,A : BzAB,ia| - B=aB,lal +B=a+B. 
定理 3.4.1 W(R, +, ) 是 环 ,V4,B,CeP(R) -10}， 
(1) A(B+C)CAB+AC (3.37) 
(2) (B « C)OAC BA « CA (3.38) 
证 明 (1) VxeA(B4C),llidaeA,be B,ce C, x -a(b ec) =ab + 
ace AB * AC iit A(B + C) CAB « AC. [F] EE (B + C)AC BA + CA. 
注 : 式 (3.37) . 式 (3.38) 两 式 的 等 号 不 一 定 成 立 , 若 0eC, 则 Vxe4B,3a 
c A,b e B BB x -abza(b*0) eA(B* C),HI ABCA(B - C) ; $0 e B,[a] X8 
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证 A4CCA(B+C) ,从 而 48B+ACCA(B+C). 所 以 对 于 集合 类 = {4sP(R) - 


TDI 10e4] ,运算 (3 36) 对 运算 (3.35) 的 分 配 律 是 成 立 的 . 由 此 P(R) - 10] 


中 的 分 配 律 存在 . 

定义 3.4.1 (R, «, - ) £C PCR) - 10] 8 2 RTEA. 35) 
和 运算 (3. 36) 构 成 环 , 则 称 2 E REDRA. 其 零 元 用 @ 来 表示 ,4 的 负 元 用 
-4 来 表示 . 


定理 3.4.2( 结 构 定理 1) GR 多 是 环 尺 上 的 震 环 , 记 R AU1{414e 


3. 

(1) VA,Be 2,|Al - |Q] d An B0, |4AnB| = 101; 

(220(0, +) ,(Q, 2, CR" , 4 ) CR" , : ) 都 是 半 群 ; 

(3) R'QUQR' CQ (3.39) 

(4) 若 (0, +) 是 (R, + ) 的 独 异 点 , 则 (R , +) 是 (R,+) 的 独 异 点 ,从 而 0 
和 R" 是 R 的 含 零 元 的 半 环 ; 

(5) 若 (Q,+) 是 (R, + ) 的 子 群 , 则 (R”, +) 是 (R, + ) 的 子 群 ;从 而 8 和 
R' 是 RR 的 子 环 ,Q 是 R 的 理想 . 

证 明 (1) 的 证 明 与 定理 3. 1. 1 的 证 明 类 似 ,(2)、(4)、(5) 的 证 明 与 定理 
3. 1.2 的 证 明 类 似 , 从 略 . 

(3)VxeR'QUQR' ,不 妨 设 xeR 0O, 则 34e. 兄 ,aos4,bs0@, 使 得 x=ab 
<s40=0, 从 而 ROSEO, 同 理 OR ECEO, 所 以 R OUOR CQ. 从 而 得 到 (5) 中 
的 结论 8 E R 的 理想 . 

推论 3.4.1 E REAR RERA, N OR ÆRET, Æ R 的 
理想 . 

定理 3.4.3 设 男 是 环 尺 上 的 寡 环 , 则 尺 的 零 元 0sR 的 充分 必要 条 件 是 
0 e Q. 

WEB] 充分 性 显然 . 

由 于 0esR', 则 34e 罗 ,使 得 0s4, 从 而 0s [0] COQCAQ =Q. 

定理 3.4.3 说 明 不 存在 0e R* ,0 2 Q 的 寡 环 ;但 例 3.1.2 说 明 存 在 ee C", 
eg E BRE. 

定义 3.4.2 iZ. JEE R FUE, 

(1) 车 (Q,+) 是 (R,+) 的 独 异 点 , 即 (Q, €, ) 是 (R, +, ) 的 含 零 元 的 
半 环 , 则 称 用 是 尺 上 的 正规 害 环 . 
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(2) 若 (@,+) 是 (R, + ) 的 子 群 , 即 (0,+,:) 是 (R,+,，) 的 子 环 , 则 称 
J£ fk S E WJ — SU REY. 
É R EREB, VA e R, iE 


A4 facA| -ae -4] (3.40) 
Rau[414e x] (3.41) 

称 4 为 4 的 核 ,R 是 R' 的 核 .特别 地 ， 
QalaeQl-aeQ] (3.42) 


由 于 正规 (一 致 ) 寡 环 中 ,0e Q EL VAe 2,42 0. _ 
定理 3. 4.4( 结 构 定理 2) i 2 EIR EÉUIESURR, UI R Æ R 的 子 环 ,0 

是 R 的 理想 , 且 
4-[as0laeR] (3.43) 


证 明  Va,bcR, 3A,Be Z,ffifüaeA,be B, FE 
a-b=a+(-b)eA+(-B)ACe.2, 


X —-(a-b)=b+(-a)eB+(-A)A -Ce 2,JÀÀilia-be CCR, S5 babe A 


B CABA&De £,-(ab) =( -a)be( -A)B» -De R, A iabe DOR, PRL R 
是 R 的 子 环 . 

”由 式 (3. 和 2) 知 (0,+) 是 (R,+) 的 子 群 。 另 外 Yee QC, re RCR', 
JACR, (Ef reA, FÆ cere QACQA=Q, X - (er) =( -c)re QA = Q, AT cr 
e 0, 同 理 rce 0, 所 以 0 Æ R BJ EB 38. 

显然 a+0QCA+0=4; 另 外 ,Ybeh， 
b=0+b=(a-a) +&=a+(~atb)eat+(-A+A)=a+0, 
即 4Ca+0, 故 4=a+0, 同 理 4=Q+a, 所 以 允 = lacQ|acR]. 
设 R EHR EPERRA, E 
RAR|o=fa+QlacR} (3.44) 
定理 3.4.5 设 况 是 环 尺 上 的 一 致 寡 环 , 则 Y4e R, A=A,R=R'. 
证 明 显然 4E4, 另 外 ,Vaec4, 由 4+(-4) =0, 又 0s0,3bes4, -be 
~A, 使 得 b+( -4b) =0, 于 是 e+(-bs4+(-4)=0, 由 此 3jce0Q, 使 得 a + 


(-b)-c,Bl-az(-b)*(-c)e -A+Q= -4, 从 而 ae4, 即 A4Ch, 所 以 A= 
A. BH RMR 的 定义 得 R=R”. 


100 模糊 代数 与 粗糙 代数 


定理 3. 4. 6( 结构 定理 3) 设 罗 是 环 尺 上 的 一 致 蝴 环 , 则 及 "是 尺 的 子 环 ， 
Q Æ R 的 理想 , 且 
#=R'|o=(a+QlaeR') (3.45) 
推论 3.4.2 (1) 有 限 环 上 的 寡 环 均 为 一 致 寡 环 ;(2) 零 元 有 限 的 需 环 均 为 
— SOR. 
定理 3.4.7. UH JE R BJ f: , (Q, +) (R, + ) 的 子 半 群 , 且 @ 满足 
Q =Q,QHUHQCQ,M|Va,be H,8 
(a*Q)(b«Q) zab«Q (3.46) 
证 明 ”因为 (a+0)(5+0) =ab +aQ + Qb * Q -ab*aQ * Qb « Q. 
现 证 aQ +Qb +Q =Q. 
由 于 QHUHQECQ, 而 0eH, 故 0e Q,X(Q,+)A(R, + ) 的 子 半 群 , 则 
20=Q+Q=0Q. 又 因为 HESCQ,QHCQ, 则 aQ+Q8SHQ+QHCQ, 故 
aQ+Qb+QCQ0+Q =Q; 
另外 ,aQ +Qb +Q2Əfa0 +0b+c|ce Q= [c|ce Q) =Q, aQ + Qb + Q = 
0, 所 以 (a +Q)(b +Q) =ab + Q. 
H TIFBO SEM Ra — SUREXP EEM 3. 4.7 的 条 件 , 则 得 如 下 推论 . 
推论 3.4.3 设 史 是 环 R 上 的 正规 (一 致 ) 军 环 , 则 Ya,be R(R ), 
(a+Q)(b+Q) =ab +Q. 
定理 3.4.8( 构 造 定 理 ) i H EM R BB T, Q C R,# Q 满足 :0 = Q, 
QHUHQCQ, 
(1) 若 (Q,+) 是 (R, + ) 的 子 半 群 , 即 (Q, + ,* ) 是 (R, + ,， ) 的 子 半 环 , 则 


H|,-(a*QiaeH] (3. 4T) 
E R EDERE ,; 
(2) (Q, & CR, + ) 的 子 群 , 即 (Q, +, JE CR, €, OBS EIS UI 
BÍ 0 -(a*0laeH) (3. 48) 
J R t-A RI. 


证 明 RIEC). (2) 的 证 明 类 似 . 因为 0e QHU HOC Q, PR CO, +) ÆR, 
+ ) 的 独 异 点 ,所 以 Q+0=Q, 另 外 Ya+Q,b+QeH|,， 
(a+Q)+(b+Q)=(a+b) *QeHl,, 
(a*Q)(b4Q) 2ab *QeH],. 
4 f: HH |o fla) za«Q, SS ER f EMI, Va be H, 
f(a*b)zacb*Qz(acQ) «(5«Q) zf(a) «f(b), 
f(ab) zab +Q= (ac Q)(b +Q) 2f(a)f(b), 
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MASE HAR H], HAES, AM H |o Æ, H |, ÆR EEMI. 

例 3.4.1 i R, dË SC, E R, 中 定义 加 法 四 和 乘法 口 分 别 为 : V a,b 
e Ri, 

ab =ab,aOb= |a | ™" 

显然 ,(R。 ODELA, FETAL. 

ADUE (R, O) EFREM O” XT“ O” RACE , AR, O, O) E. 

(1) Æ Q, 2 C1, +œ), M R, E1 e Qu, EA, Q OQ, =, HEQ, 
OER ,四 ) 的 子 半 群 ,但 不 是 子 独 异 点 . 

由 于 0,09, = {lal |a,beQ}= {a lcbs0lSsQ, 另 外 Vz e 
Q. fi x 2e" 2eOx e Q,OQ,. EI Q, EQ OQ, FTL Q, O Q, = Qo 

E H-2|-1,11,8(H, 8,0) & R,,, O) UTR 

J5[aGQ, lae H2 [(1, *9),(7 9, -1)1 4 1Q,,A1 

9 (22,0) , (20, 0) Be SE ls 3. 1.3 3.2 所 示 . 


表 3.1 


MACRO J& AER RE, (2, O) EFR, EL UE O XF COR y BC LUI CAR, 
Q,O)ER, ER —T RIS. 注意 ,R, 的 零 元 1¢Re 2-(-0,-1)U(l, +œ). 
(2) 取 0=[l,+w), 则 (0 四) 是 (Ro, 申 ) 的 独 异 点 ,而 OOOo =Q, 
HH={~1,1| ,因为 
HOQ =(|h|"” |hkeH,aeQ,) - 11 CQ; 
Q,OH-[la|"" |keH,aeQ,] 2 111 EQ, 
所 以 HOQ,UHOQ, CQ, PUE HG EE 3.4.8 AT, 
H| - (iQ lieH) s 1[1, o), C7, -1]I 
是 R, 上 的 正规 寡 环 . 其 运算 表 类 似 于 表 3. 1、 表 3.2. 
(3) RQ, =(0,+o), 则 (0 ,由 ) 是 (Ro, 申 ) 的 子 群 ,同样 可 以 验证 Oo@， 
-0,,HOQ,UQ,OHCQ, , ri fii gg PR 3.4. 8 知 


H| 0, - (iQ. lie H) 2 (0, +), Cm 0] 
Ë R, 上 的 一 致 时 环 . 其 运算 表 类 似 于 表 3.1. 表 3.2. 
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定理 3.4.9 设 咯 是 环 R 上 的 正规 军 环 , 令 /:R 一 多 ,f(a) =a + Q , WJ f E 
清 同 态 , 且 kerf=0, 从 而 2=R Q. 

证 明 显然 /是 满 射 , Ya,beR， 

f(a*b) 2(a«b) «Q2 (a*Q) *(b*Q) 2f(a) «f(b) 
f(ab) =ab +Q =(a +Q) (b Q) e fCa)f(b) 

所 以 f 是 满 同 态 , 现 证 ker f = Q. 

Yaekerf, 则 f(a) Q, X. f(a) =a+t+Q, 从 而 a+Q=0, 故 a+0=ae0Q, 又 
由 a+Q=0 知 ~a+(24+0)=0, 而 24+0=(a+Q) +(a+0)=0+0=0, 
故 ~a+0=0, 则 -a+0= -ae0, 于 是 ae 0,kerfC0Q. 另 外 ,YaeQ,a+QC 
0+0C0+0=0, 又 ae 0,-ae0, 则 Ybe0， 

b=b+0=b+a+(-a)=a+b+(-a)ea+Q+Q=a+Q, 

即 0Ca+0, 故 a+0=0, 所 以 f(a) =a +Q = Q,Hla c ker f, Hk QC ker f, M ifi 
ker /=0, 所 以 #=R| Q. 

推论 3. 4. 4( 同 构 定理 ) R|, EIR EDERRA, WEER ER- 
RI n/ 0, 使 得 Ro=R/ 0. 

推论 3.4.5 (DW I |Q 是 环 R 上 的 一 致 震 环 , 则 R° | Q 的 任 一 子 环 的 
ERA HQ, RP HER 的 包含 HTI MAIA HE R HERH 0 
ER | Q 的 理想 

(2) R|, EIR EIS IEMURSR MJ R | , 的 任 一 子 环 的 形式 为 及 | 。, 其 中 
H E R BB) TEAR, MARA HÆ RAR, H |o E R | 。 的 理想 . 

FRIESER [QUE RFI R OCT Q WRT R ERES IE 


FEE R | o WERF R E19 —8OERE R 5 ,所 以 代数 中 许多 有 关 商 环 的 结论 
都 可 以 推广 到 一 致 因 环 和 正规 寡 环 中 . 

定理 3.4.10 设 AR 一 R, 是 环 同 态 ， 

(D AR [0 R EB SODR ES -fla skerf = 0, 则 R* f Q= 
KROS I 

(2) E R|, E R EBESRT itf» s kerf QR R | o mf (0. 

证 明 (1) 由 于 f/f” =f1。., 则 f° 是 R' 到 R, 的 同 态 映射 ,是 f(R*)= 
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f'(R`),3 kerf=kerf”=Q, 故 由 同 态 基 本 定理 知 R | 0=/(R: ). 


(2) 由 同 构 定理 ,存在 一 至 环 及 / 0 ,使 得 责 | e R/ 5 ,由 此 页 | ,=R/ 5= 
f(R). 

定义 3.4.3 称 R=R 的 正规 客 环 为 广义 商 环 . 

由 定理 3.4.10 得 下 列 推论 : 

推论 3.4.6 环 R 上 的 广义 商 环 R|。 都 是 RR 的 同 态 像 ;反之 ,车 R, E R Bl) 
同 态 像 , 则 

R,ER|,. 

定理 3.4. 11 É 2, ,, R, ER EER) F 3F, Q, 和 Q, 分 别 是 
B 和 2, 的 零 元 , 则 Q, = Q, 的 充分 必要 条 件 是 R, NR = 0. 

证 明 与 定理 3. 2. 1 的 证 明 类 似 ,从 略 . 

由 此 我 们 可 以 用 零 元 对 正规 (一 致 ) 窜 环 进行 分 类 ,以 Q 为 零 元 的 正规 寡 环 
记 为 (0) ,以 0 为 零 元 的 一 致 寡 环 记 为 27 ( Q). 

定义 3.4.4 RREA RETR, EOR, HRE: -Q,QHUHQCQ, 

(1) EC, +) &CR, + ) 的 子 半 群 , 则 称 Q 是 RR 的 关于 五 的 半 理 想 ,简称 为 
H RH; 

(2) E(Q, +) &(R, + ) 的 子 群 , 则 称 Q Æ R 的 关于 五 的 理想 ,简称 为 及 
的 理想 . 

注 :(1) 由 0e0, 所 以 有 的 半 理 想 0 E R BA EGG TERT; 

(2) Q 是 RR 的 关于 五 的 理想 , 则 0 是 R 的 子 环 . 

定义 3.4.5 (1) 若 0 是 环 及 的 子 半 环 , 且 0 20, 

R A max{ HIH 是 R J ESS,HQUQHCQ) (3.49) 

则 称 ROMS REA Q 为 半 理 想 的 最 大 子 环 . 

(2) 若 Q 是 环 尺 的 子 环 , 且 0 = 0, 

R’ A max( HIH 是 R 的 子 环 ,HOU QHCQI (3. 50) 

则 称 R' 为 R 的 以 Q 为 理想 的 最 大 子 环 . 

定理 3.4.12. (1)2 REIR RAU Q 为 半 理 想 的 最 大 子 环 , 则 R | 。 是 
多 (0) 的 最 大 正规 寄 环 ,16} 是 . 罗 (0) 的 最 小 正规 者 环 . 


(2) R° ESE R IA Q 为 理想 的 最 大 子 环 , 则 RR* / @ 是 R (O HRK 


BEM, 10] E 2" (Q) BJ h — SCRI. 


推论 3.4.7 (1)# Q 是 环 R 的 半 理 想 , 则 广义 商 环 R|, 是 (Q) B) I < 
EWR; 
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(2) 若 0 是 环 R 的 理想 , 则 商 环 RQ ER (Q) WEEK —S NM. 
定理 3.4.13 H, loH | oE 2C), CH] 0,H Q€ 2° (Q). 


(DH, JE H, 的 子 环 的 充分 必要 条 件 是 局 | of Hf O) H | (H 0) F 
环 ; 

(2) H, 是 B, 的 理想 的 充分 必要 条 件 是 局 | (Hf 0) 38 M, | [mf 0) i6 
理想 . 

证 明 与 定理 3. 2. 4 的 证 明 类 似 ,从 略 . 


定理 3.4.14 (1) Ut H, | oH, lo e CQ) SUCH, n H,) loe 40, HR 
(H nB,)| =H, |o NA |o (3.51) 


aun ouf oes co) MO NH) | 0e 20), E 


anon] Q =n,J onn, 9. (3.52) 
证 明 与 定理 3.2.8 的 证 明 类 似 , 从 略 . 
定理 3.4.15 (1) iZ H, | oH | o € (Q) ,H, 是 环 R B5 E MH (H +H,) | Q 
e J(Q),H 
(H +H,)| =H |o * Hl, (3.53) 
Cou n [0 n. Oe 2° (Q), H, 是 环 RR 的 理想 , 则 (4 + H.) Qe 
2 (Q), R. 
(H «noon ono I (3.54) 
证 明 与 定理 3.2.9 的 证 明 类 似 ,从 上 略 . 
由 此 可 以 利用 Zassenhaus 同 构 定理 ,把 正规 (一 致 ) 寡 环 的 理想 链 加 细 为 合 
成 理想 链 ,得 到 Schreier 定理 和 Jordan-Holder 定理 的 推广 . 
定理 3.4.16 对 于 正规 (一 致 ) 寡 环 类 (Q) (22 (0) ) 的 任意 两 个 理想 
链 有 同 构 加 细 . 
定理 3.4.17 如果 正规 (一 致 ) 寡 环 类 多 (Q@)( 另 "(Q)) 有 合成 理想 链 , 则 
该 类 的 任意 理想 链 都 可 以 加 细 为 合成 链 , 旦 同类 中 任意 两 个 合成 理想 链 同 构 . 


$3.5 É M X SE 


(X, ) 是 一 个 群 ,由 多 元 扩张 原理 , 群 X 中 的 运算 可 以 扩张 到 FCX) 中， 
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VA,BeF(X), 
ABA U A(A,B,) (3.55) 
由 第 一 章 知 : 
(1) (AB) (x) = V (A(y) AB(z) = VA) ABO *«)); (3. 56) 
(2) AB- U A(AB); (3.57) 
(3) (AB), -A,B, , (AB) , 2 A,B,. (3.58) 
定理 3.5.1. ib X RE, VA,B,Ce FCX) , 则 
(1) (AB)C - A(BC) ; (3.59) 
(2) 若 并 是 交换 群 , 则 AB - BA. (3. 60) 


证 明 VA e [0,1], ((4B) C), = (AB),C, 2 A,B,C, - A, (BC), = 
(A(BC)),, 

所 以 (4B)C 2ACBC). E X E 318 RE, (AB) , 2 A, B, - B, A, = (BA), , Br 
VA AB = BA. 

EX 3.5.1 iR X SE,BCFCX) , 若 B 关 于 运算 (3. 55) 构 成 一 个 群 , 则 称 
B 是 工 的 一 个 模糊 寡 群 ,简称 为 F RERE. 其 单位 元 用 E 表示 ,4A e BLA BJ Wi G Hi 
4 ER. 

显然 , 群 X 上 的 军 群 是 斑 窜 群 ;我 们 约定 空 集 尹 也 是 的 下 宪 群 . 

定义 3.5.2 BER X BJ F EBE .A e BLA 的 高 定义 为 

high A = V A(x) (3.61) 
Fi V A(x) c maxA(x) ,JU BR A 3E B 的 达 高 元 ; 若 B 的 任意 元 均 为 达 高 元 , 则 称 B 
是 式 的 一 个 达 高 FE. 

定理 3.5.2 RÉX LA F EHE B 的 任意 元 的 高 相等 . 

证 明 YA4eB, 因 为 4AE =4, 则 4,，= (AE) , - A,E, , GE E, =0,WA, 
=Ø; XRH AA = E,W E, 2A, (47), A, A, 20, E, = 0, Br UÀ 
high A = high E, BB 8 的 任意 元 的 高 相等 . 

定义 3.5.3 ig B JE RE X BJ F SERE, Ey high E 为 B 的 高 , 记 为 h(B). 

定理 3.5.3 iE B EP XJ T FEEÉ,VAe[0.1],ic 


B, & (4, 14spB} (3. 62) 
we, X ERS— EBE, B. E, 是 B, 的 单位 元 ,(4”) ,是 4, 的 逆 元 , 即 
(4,) '= (A), (3.63) 


证 明 不 妨 假定 当 A>A(8) 时 ,6, = 161 RR. 
VA,,B, eB, HIT A,B, 2 (AB) , Jl] A, B, 8, , X IS (A, (A ))) = 
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(AA). =E,,E,A, =(E4A) ,=4,, 同 理 A,E, — A, ,所 以 ,是 B, 的 单位 元 . 
(A7) E A, BEC, TEAT), = (A,) ' BSIIE B, E X BERE 
推论 3.5.1 设 B 是 群 X 的 高 为 h BAR F Ae BE, H 
B, A {4,|AeB} (3.64) 
E X By — T ERE. 
定理 3.5.4 iB R X BJ F ERE, WI 8 BJ (uoc E d X BJ F + F BF. 
证 明 HFE =E, E Æ X BJ F +> Ë. 
定义 3.5.4 iB PE X BJ F EBE, 
(1) E p Moo E Æ X BJ F yh je sa Wes gi X EH F AERE; 
(2) X B BJ A uoo E E X BJ F + Ee d X BJ F PEBE. 
TR, REX DB) FERAE X B]— F RB. 
定理 3. 5. 5( 构 造 定理 ) j H JERE XAT, E e F(X),# E XT H ERG, 
B] Va e H,aE = Ea ,id 
BA{aE lae H) (3.65) 
(1) # E X BS FPR, B E =EN g J& X BJ F SERE; 
(2) # E E X BJ FARA, M a JE XER FERE; 
(3) # EJEX BS F FRE, WI g J& X BJ— F ERE. 
证 明 略 . 
定理 3.5.6 Wt g ERE X BJ FERE. 
(1) 8J& X BJ EM F EBE DJ TED ER AR IEEE VA €[0,1],8, 是 XX 的 正规 
13:2 
(2) B E X B) —3& F SERERITEA EAR TEE VA e [0,1],8, E X B85— SURE 
群 . 
定理 3.5.7 在 定理 3.5.3 的 基础 上 容易 证 明 ,从 略 . 
设 B 是 群 X 的 达 高 下 寡 群 为 B 的 高 , 记 
X" à UA,CP(X) (3. 66) 


X' A UACF(X) (3.67) 
定理 3.5.7 UBERA MAR F ERM: 
(1) # EER X OTER, X" EXPER, T X B9 F TOERE; 
(2) 车 EE 是 群 X 的 独 异 点 , 则 XX" 是 X 的 独 异 点 ,XY" 是 的 下 独 异 点 ; 


(3) 若 E ER XTR, UX EXPR, EX FTR. 
证 明 (1) Va,beX",4,BepB, 使 得 ae 4,,beB,, 则 当 和 <h 时 ,ae 
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A, be B, ifi abe A, B, - (AB), Wt abe Q (AB), = (AB), CX" , 故 X" 是 
了 的 子 半 群 . 由 于 X: = (UA), U4，, 因 B, A (A, 14eB} 是 X BERE, Dj 
X: -UA RX MTERA T R Ë Y F TEB 

(2)HT EE Xñ FIRA, ee E,CX' ,所 以 X' 是 了 的 独 异 点 . 类似 于 
(1) 的 证 明 襄 是 的 独 异 点 ,所 以 全 "是 X 的 下 独 异 点 . 

(3)VaeX',jAepB,ae4,, 由 BB; É— SURE RE kk a 'e Ar CX" ,所 以 X* 
是 区 的 子 群 ; 同 样 类 似 (1) 的 证 明令 JE X PR AC REX Bb F +Ë. 

设 B 是 群 工 的 达 高 己 宕 群 小 为 B 的 高 , 记 

A,&[aeA, la 'e(A,) `} (3. 68) 
XAUIA,lAep] (3.69) 
称 A, 为 4, 的 核 ,X D XC 的 核 . 

定理 3. 5. 8( 结 构 定理 1) — UE B ER X BAIE FRERE H 

(1) XX 是 X 的 子 群 ,E, 是 X 的 子 群 ; 

(2) VAeB,aeh; 时 ,4 = aE = Ea , Bl 

B&AX|,-(aE|aeA,CX) (3. 70) 

证 明 (1) 8135 (3. 68) . 式 (3. 69) B] f$. 

(2) VaeA, CX, 则 VA<h， aeA, CA ;从 而 aE, CA, E, = (AE), =A 
另外 ,Ybe 4,,ae4,, 则 ae4,,b=eb=aa”! bea(A,) ' A, 7 aE, ,Bp A, 
aE, ,所 以 4, =aE,, 当 A >h 时 ,A, =E, = 乡 , 则 4， =aE, 成 立 , 所 以 4= Es 
AA, = U ACE, ) c aE. F A = Ea T & B= [aE | a e A, C X). 


定理 3.5.9 ib g EBR X BEEF ERE D Va be X,A e [0,1], 
(1)aE 2bEcsaE, 2 bE, aE, - bE, ; 


À 5 


c 


(2)Ea = EbGE ,aE, b= E, az E,b. 

证 明 (1) GA aE S bE, aE, 2 bE, EA <h( 若 pB 达 高 时 和 <h,h 是 B 
的 高 ) .由 eeE, ,得 a be E, b 'az(a b) eE, ka "be E,, Bla E, = 
b E, ASA BE, =Ø,a E, =b E, R3, HVA aE = bE=aE, =bE, >a E, = 
b E,. 

aE, =b E, MH A <h (B 达 高 时 ,A<h),a  bC E, CE, ,b 'ae E, C 
E, ka E, =b E, MA SAIEE, = Ü,ML aES U AaE,= U ABE, =bE, 
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从 而 a E, =b E, —aE, =bE,=aE - bE. Pl aE - bEcoaE, =b E, eoa E, = 
b E, 同 理 可 证 (2). 

推论 3.5.2 B 是 群 X 的 达 高 正规 至 群 , 则 EE, 是 的 正规 子 群 . 

定理 3.5.10( 同 构 定理 1) UE g AERE X 的 高 为 h AREN F ER, Ng 


PHS IEEE X|, M-REN X/E, ,A eh B 


B=X|,=X|, eX/ E, (3.71) 
定义 3.5.5 j X EB AeF(X) , 称 
AOA Y A)” (3.72) 
H ABS. 
由 扩张 原理 知 : 
4 = YA)”; (3.73) 
(AP), 2 (4,) 7. (3.74) 


定理 3.5.11. ib 8 ER X B — SURE, YAB AC? =A 

WEBB 因为 B, 是 X BI — SCRERE I CAT), 2 (A,) U AW AC? A7. 

E3512 igiEEX Lm hükE 5k F RR VA e 8,A, = 
A,.X= X'. 

证 明 [R3 A,24,5(4,) 7 2(4,) "BP B &— CF ERE, AC = 
AACA) UU SCA ,从 而 4, SAX S XC. 

定理 3. 5. 13( 结 构 定理 2) WEB 是 群 世 上 的 高 为 卢 的 达 高 一 致 严 宕 群 , 则 

(1X dE X 的 子 群 ,E, Z: X" 的 正规 子 群 ; 

(2)VAeB,aeh, 时 ,A =aE = Ea,HBjl 

BAX [E-(aElacA,CX") (3.75) 

推论 3.5.3. REX DAS SF RRE X X: E B FAR 

定理 3.5.14. ib B ERE X BJ — 3 F EBE, M Va,be X ,Ae€[0,1],8 

(1) aE =bEsaE, =bE, ; 

(2) Ea = EbesE a = E, b. 

定理 3. $.1S( 同 构 定理 2) 设 B 是 群 X 上 的 高 为 h 8]—5& F ERE, Du G [5] 
构 于 一 臻 等 群 X* E, (As 加 , 即 


BaX'/E=x° [ 5, (3. 76) 
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定理 3.5.16 设 /:X-— 了 是 群 的 同 态 映射 ,8 EX LA FRR, 
B'Af(0) ={f/(4) | 4 eB} (3.77) 
Wjg'EYuFEUW.8-B.BH: 
(1) # B AES F ERE, WEEER F PEBE; 
(2) # B EB FRR, I p E — SC F ERE; 
(3) B 和 8p' 等 高 , 且 6 达 高 , 则 BB' 达 高 . 
证 明 略 . 
定理 3.5.17. 设 fFXo Y RREBWE ISI AS BR S B E Y B F ERE ie 
B-f (8)Alf (B) |Beg') (3.78) 
Te Æ X WJ F X8E.B-B'. H: 
(1) B' 是 正规 F BR. B. E FS FRR, 
(2) B'& —Sk F ERE, DII B JE — Ec F ERE; 
(3) B 和 8B' 等 高 , 且 B' 达 高 , 则 B 达 高 . 
证 明 略 . 


$3.6 模糊 害 群 的 分 类 


定理 3.6.1 itep ER X ARER E) F SERE, E E'2: 9E 8 
B' 的 单位 元 , 则 已 尖 已 的 充分 必要 条 件 是 BnB' = 0. 

证 明 充分 性 显然 . 

假若 BnB'z#8, 则 34eB,4epB', 由 结构 定理 知 , Va e hi(ae4,),4 = 
aE =aE', HE aE, =aE’ E, =E’ ,从 而 已 = U AE, = UAE, = 已 ', 与 已 


fo, Ae[0, 


知 条 件 矛 盾 ,所 以 8mnB' = 0. 

由 此 , 群 X 上 的 达 高 正规 (一 致 ) 军 群 可 以 用 单位 元 分 类 . VA E 为 单位 元 的 
IE SURE RE2S FH] B(E) 表 示 , 以 E 为 单位 元 的 一 致 SEBE2S HI B^ (E) 表示 . 

定理 3.6.2 设 已 是 群 工 的 下 正规 元 , 则 

N(E) & laeXl|aE - Ea) (3. 79) 

是 忒 的 一 个 子 群 . 

WA Va,beN(E), 则 (ab)E -aEbz E(ab) , Mt abe N(E) ; VxeX, 

(a E) (x) = E(ax) = (Eaxaa ) = (Ea) (axa) = (aE) (axa) = 
E(a' 'axa) - E(xa) = (Ea ')(x),Bla 'E- Ea ' , lita e NCE),BrVA N(E) 
是 的 子 群 . 

定理 3.6.3 (1) 设 E 是 群 X 的 FF 独 异 点 , 则 XX 是 N(E) 的 子 群 的 充分 必要 
RIFE X | :是 N(E) | BS T RE. 
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(2) E J& RE X B F TRE, X" AE N(E) 的 子 群 的 充分 必要 条 件 是 x /E 


E NCE) | E TREE 


证 明 (1) VaE,bEe X| ,(a,be X) , HIT (aE) (BE) '=aEb 'E=ab E, 

Du 
ab! e Xeo (aE) (bE) Á = ab Ee X| ,, 

所 以 于 是 NCE) BT- REG Je 4-4 E AE PER X| Æ N(E) | ;的 子 群 . 

同 理 可 证 (2). 

定理 3.6.4 (1) 群 的 以 E 为 单位 元 的 正规 F RRX GE) H 

B(E)=(X|,|X<N(E)) (3.80) 

N(E) | ,d& BE) 8988 KES F RR; IE] EBE) BRER F RR. 

(2)Ë8E X BEL E KAATU- SCRERE2S p` (E) 为 


guy = [x pix <N(E)} (3.81) 
NCE) | EE B° CE) BRCK —8 F SERES LEL IE B` CE) 008 J CE F ER 


推论 3.6.1. Zi EER X 89 FERRA LUI X F ERE X |; JE BCE) B9 
RAER FRERE) X | , 的 子 群 

推论 3.6.2. 交换 群 的 正规 F RRX B(E) 均 为 广义 FF 商 群 X|;: 的 子 群 ; 
X | E BE) ORKER F ERE 


推论 3.6.3 若是 群 的 正规 子 群 , 则 了 商 群 X/E 是 B"(E) 的 最 大 
— F REB (E) S XJ E FR. 

推论 3.6.4 KREN- FERRE (E) HA FAR X| EMT 
X| EB CE) WRK F MW. 

定理 3.6.5 RX, LX Lee OD (xf Ex | E€ B° (E)) M: 


(OX, E X, 的 子 群 的 充分 必要 条 件 是 部 | eX Lon ex [ Y+ 

群 ; 

(2) X, 是 X,， 的 正规 子 群 的 充分 必要 条 件 是 X |, ÉE X, |; 
(x /Eæ x, E) 的 正规 子 群 . 
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证 明 (1) 的 证 明 与 定理 3. 6. 3 的 证 明 类 似 , 从 略 . 

(2) 只 证 正规 下 寡 群 的 情况 . 

VhEe X, |,,aE eX, l4, (he X ,a e X), H +f (aE) (AE) (aE) ' = 
aEhEa 'E = (aha ' ) E, FFV} aha! e X,e(aE) (AE) (aE) ' = (aha ) Ee X |p, 
+E X, XX, 的 正规 子 群 的 充分 必要 条 件 是 X |e 是 X, |e 的 正规 子 群 . 

推论 3.6.5 (1) EA F FERES B(E) 的 正规 子 群 列 X, | qX, |, do < 
X, | * 是 合成 正规 子 群 列 的 充分 必要 条 件 是 X ,是 X,(i=1,2,…,n) 的 极 大 正规 
T. 

(2)— S F 3EREXS B^ (EE) 的 正规 子 群 列 x EAX | E< <x, j E 是 合成 
正规 子 群 列 的 充分 必要 条 件 是 X, ,是 X(i=1,2,…,n) 的 极 大 正规 子 群 . 

推论 3.6.6 (1) 正 规 F 军 群 类 B(E) 的 两 个 正规 子 群 列 X。 |e IX 1, 
4X, |, 8 H, |; 3H, | d uH, | 同 构 的 充分 必要 条 件 是 的 正规 子 群 列 
X X 4-- 4X, 8 H 4H, 4-- <H, E. 

(2)—# F SERES B` CE) 的 两 个 正规 子 群 列 X | EAX,/ E 4. ax, 和 


n | En, | Ea <H, E 同 构 的 充分 必要 条 件 是 的 正规 子 群 列 X, X, 4… 
4X, 和 H, AH, <- <H, 同 构 . 
定理 3.6.6 (I)iR X |,,X,|,ep(E),MJO X n X.) |, e8(E), B 
(X,nX,) l; 2X, | ,nX,| ; (3.82) 


(2) X, ex Ee (E). (X X) | Ee g^ (E), B 


(XOX) E-x ENX] E (3.83) 


定理 3.6.7 (1) X, |, ,X, |; eBCE) ,X, 是 N(E) 的 正规 子 群 , 则 
X, X, |; eB(E) E 
XX, 1e -2C(X |,)(X, le) (3.84) 


(2) RAJE, X /Eep (E),X, 是 N(E) 的 正规 子 群 , 则 Xi /Ee 


8`(E), H. 
xx, f E - (x ex] z) (3.85) 
证 明 与 定理 3.2. 8 ,定理 3. 2. 9 的 证 明 类 似 , 从 略 . _ 
由 同 构 定理 3. 5. 10 和 定理 3.5. 15 HI, E NER F SERBE X | L0 k F SE 


WAE SMEER AXE, X / E，, 所 以 我 们 可 以 把 代数 学 中 的 
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O. Schreier XE 41 Jordan-Hólder 定理 推广 到 下 RRP. 

定理 3.6.8 对 于 达 高 的 正规 (一 致 )F RER BCE) CB CE) ) 的 任意 两 个 
正规 子 群 列 有 同 构 加 细 . 

定理 3. 6.9 ”如果 达 高 的 正规 (一 致 )F 宪 群 类 B(E)(B"(E)) 有 合成 正规 
子 群 列 , 则 该 类 的 任意 两 个 正规 子 群 列 都 可 以 加 细 为 合成 正规 子 群 列 , 且 同一 类 
中 的 任意 两 个 合成 正规 子 群 列 同 构 . 


$3.7. € WL X YE 


设 (X, +, ) 是 环 ,由 多 元 扩张 原理 , 环 式 中 的 两 个 运算 可 以 扩张 到 F( X) 

中 ,YA4,BeF(X)， 
A+B= U AC, +B,) (3. 86) 
AB- U AA,B, (3.87) 


VxeX,A6€[0,1] HH 
(1) (A«B)(x) = V. (A0) AB(z)) = VCO) AB(x-y)) (3.88) 


(2) (AB) (x) = V ACY) ABGC2) (3.89) 
(3) (A+B), 2A, * B,,(A* B), 2A, +B, (3. 90) 
(4) (AB), » A,B, (AB) , 2 A,B, (3.91) 


EX 3.7.1 iR X RH,BCF(X) d B X: iB SEXO. 86) 和 式 (3. 87) 构 
成 一 个 环 , 则 称 B S X B9— 4 BOSURETR ,简称 FREI. 其 零 元 用 @ 表示 ,A eB,4 
的 负 元 用 - A 表示 . 

我 们 约定 空 集 也 是 寡 环 和 F AE Y. 

定义 3.7.2 Bp ÆI X BU FEXP.ACB.B 的 高 定义 为 high4 = V A(x), 
若 VA(x) =max4(z), 称 4 为 有 的 达 高 元 ; 若 B 的 任意 元 均 为 达 高 元 , 则 称 B 是 
了 的 一 个 达 高 扩容 环 ; 记 highB H B 的 高 , 简 记 为 h(pB). 

定理 3.7.1 i$ B JEN X BJ F REIP W| 8 的 任意 元 的 高 相等 . 

证 明 与 定理 3. 5. 2 的 证 明 类 似 , 从 略 . 

定理 3.7.2 设 8 是 环 X 的 斑 寡 环 , 则 (0,+),(0,:) 是 天 的 下 子 半 群 ， 
从 而 (Q, +, )& X BJ) F TERR. 

证 明 DIS 040-20,00-2Q.BEIICQ, +), (Q, OE X BS F TE RE, Q, 
+, )E X BJ FT. 

定义 3.7.3 Wt B EM: X BJ FS. 

(1)#(Q,-+)E X BÉ) F d 5e sa pg 8 E X BUENO F SEI; 
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(2)#(Q, +) X ff FTE, We Je XA FRI. 
定理 3.7.3 Wb GJÉXRXBFERVAel[O0,],id 
B, ={4, | Aeg} (3.92) 
Me, EXHAR ERER FRA, Me, PERR E B 是 一 致知 
环 , 则 g, EARE. Q, E B, ET, -4) ,是 4, 的 负 元 , 即 
(-4)，= -A, (3.93) 
定义 3.7.4 设 瑟 是 环 ,H 是 X 的 子 环 ,Qe F(X),Q WE =Q B HQU 
QH Cu. 

(OIX CQ, 20 CX, €) 88 F fe B Wigs Q Æ X BJ F H BE 8B , Bj SE 
为 H 的 半 理 想 ，; 

(2) 若 (Q,+) 是 (X, + 2 89 F FRE, DUE Q 是 XX 的 关于 有 的 理想 ,简称 为 H 
的 理想 . 

定理 3.7.4 iH E 3. XPK. 

(1) 8 是 五 的 下 半 理 想 的 充分 必要 条 件 是 8, 是 五 的 半 理 想 ，; 

(2) 8 是 五 的 下 理想 的 充分 必要 条 件 是 0, 是 昌 的 理想 . 

设 B 是 环 X 的 高 为 h BJiK FREA, VAc, w 
A, - (acA, | -ae -A,] (3.94) 
X-UIA,l4eg) (3.95) 

定理 3.7.5( 结构 定理 1) 设 B 是 环 X 的 高 为 h BEES IERI FRA, M: 

(1)X 是 的 子 环 ,0 E X BJ) F EXER; 

(2)VAeB,aeh,,4=a+0=Q+a, 即 

B-X ,= {e+Q leeX} (3.96) 

证 明 (1) X 是 外 的 子 环 ,由 式 (3.95) 显 然 可 得 ,因为 YA<h, 若 ae 0,， 
xe X, 34, x eA,CA,CA, Bt axe Q,A, =(04),=0,, 同 理 xae Q, , X. (Q, 
+ ) 是 (X,+) 的 FF 独 异 点 , 则 (0Q,, +) 是 (X, +) 的 子 半 群 ,于 是 (0, ,+， “ ) 是 
下 的 半 理 想 , 所 以 0 E X 8 FER. 

(2) 因 为 (0,+) 是 (X,+) 的 F 独 异 点 , 则 0e0,, 则 YAeB,A, #0. Vac 
4,CX, 则 VA<h,aeh,, 帮 ae4,,-~ae -A,,a *Q, CA, +Q, =A,,Vbe 
A,,b=0+b=a+( -a)+beat(-4A,)+A,=a+0Q,, 即 A; ca+0Q,, 于 是 
4，=a+0, ,从 而 4=a+0, 同 理 4=0+a, 所 以 B= {a+0|aeX}. 

Ú 8 是 环 天 的 高 为 产 的 达 高 严 寡 环 , 记 
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X° = UA, (3.97) 
定理 3.76 ip RE XE BE S F ER, VAEB, A, =A, 
X-X'. 
证 明 因为 B, = IA, | Ae Be X B —8URSR DU A, cA, X = X°. 
定理 3.7.7( 结 构 定理 2) 设 B 是 环 X 的 高 为 h 的 达 高 一 致 REL M: 
(1) "是 站 的 子 环 ,0 是 下 的 下 理想 ; 
(2) YAeB,aeh, 时 ,A4=a+Q=Q+a, 即 
B=xX'|Q=(a+QlaeX') 
定理 3.7.7 的 结果 直接 由 定理 3.7.5 和 定理 3.7.6 可 得 
定理 3.7.8 HE XFER, (O, +) 是 (KE, + ) 的 F 子 半 群 , 且 满 足 
Q'=Q,HQUQHCQO,M|Va,be H, 
(a*Q)(b*Q) =ab +Q (3.98) 
证 明 V 6e [0,1],(0, , 4 ECX, + ) 的 子 半 群 ,0 =Q, ,H,Q,UQ,H, 
€0,,Jl(a«*Q,)(5*Q,) -ab *Q, ,从 而 (ao+ U AQ + U AQ) = 
ab + U AQ, MCa Q0 (b+) =ab + Q. 
推论 3.7.1 iE Q EJ. X BB IE ( — SO REX, Va,b e X, (a +Q)(b +Q) 
=ab + Q. 
定理 3.7.9( 构 造 定理 ) Wb H RR X 的 子 环 ,0 e F(X), 若 0 满足 :0 = 
Q,HQUQHC Q, Wi. 
(1) (Q, +) E(X, +) F f 5E, BL Q Æ X 89 FPR, 


H|,-2fa*QlaeH) (3.99) 
Æ X HEM FRR; 
(2) EQ, +)Æ(X, +)6 F +E ËB Q Æ X BJ) F 35, WI) 
H/Q={a+Q laeh} (3. 100) 
E X RS—3k FEN; 


WEB) 只 证 (1),(2) 的 证 明 类 似 . 

由 (0,+) 是 (K, +) F RR, Q +Q -Q. iE VasQ,b«QeHl,, 
(a*Q) «(b«Q) 2(a*b) «QeHl,,(a*Q)(beQ) -ab«QeH|,,  f:H 
—H | f(a) =a +Q, W f EMH, HIE f(a +b) 2(acb) +Q =(a +Q) +(b + 
Q) 2f(a) +f(6) ,f(ab) =ab +Q = (a*Q)(b +Q) 2f(a)f(b) ,所 以 f 是 H 到 H 
[, 的 满 同 态 ,从 而 五 | 。 环 , 即 互 | ,是 的 正规 下 短 环 . 

定理 3.7.10 设 B8 是 环 式 的 正规 己 寡 环 , 则 Yo,bpsX,Ae[0,1], 有 
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(1)a*Q-b*Qca*Q, b«Q,ea*Q, =b+Q,; 

(2) Q+a =Q +be@eQ, +a =Q, *beQ, +a =Q, +b. 

证 明 与 定理 3. 5. 9 的 证 明 类 似 , 从 略 . 

定理 3.7.11. 设 B 是 环 X 的 高 为 hh 的 达 高 正规 FF ER, Me 同 构 于 正规 害 
环 天 | o, WARR X/Q, (A) , 即 


B=X| XL, eX/0, (3.101) 
定理 3.7.12 i$ 8 RR XA FRI, Va,beX',Ae[0,1], 8: 
(1)a*Q-b«Qcsa * Q, 2b 4 Q, i 
(2) Q+a=Q+bQ, +a =Q, +b. 
定理 3.7.13( 同 构 定 理 2) 设 B 是 环 励 的 高 为 疡 的 一 致 寡 环 , 则 8 同 构 于 
-RRIA / 0, M 


g-x'foex'[o, (3.102) 

MESE X WEIBO F RRDA UIRE EWIK EFI AUR 

用 两 个 理想 链 把 它们 加 细 为 合成 理想 链 , 而 且 同 关 的 两 个 合成 理想 链 同 构 . 这 些 
结果 不 再 一 一 殉 述 
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第 四 章 ”粗糙 集 与 模糊 粗糙 集 


$4.1. 粗糙 集 的 基本 理论 


设 U 是 论 域 .R 是 U 上 的 一 个 等 价 关 系 , 即 RC U x U. U/R 表示 RR 的 所 有 
等 价 类 构成 的 集合 , 即 
U/R = [xl] Vx e U| 
其 中 [x]。 RREA x 的 尺 的 等 价 类 ， 
[x], = ly e Ul (x,y) e RI. 
定义 4.1.1 设 R 是 论 域 U 上 的 一 个 等 价 关系 , 称 (U,R) H Pawlak 近似 空 
闻 ; 对 于 任意 XC U, $R 
R(X) = {x e Ul [x], € XI =U [[x] LE [x], € XI (4.1) 
为 关于 近似 空间 (U,R) 的 下 近似 , 称 
R(X) = {x e Ul[x]; n X= 01 =U l[x], HL [x], n X 0] (4.2) 
为 下 关于 近似 空间 (DR) 的 上 近似 . 
称 R(X) = (R(X) ,R(X) ) 为 关于 近似 空间 (U,R) KPEE (Rough Æ). 
分 别称 从 RR PU) 到 P(U) 的 集合 算 子 R 与 RR 为 下 近似 算 子 与 上 近 
似 算 子 . 
定理 4.1.1 设 (U,R) 为 Pawlak 近似 空间 ,由 式 (4.1) 与 式 (4.2) 所 确定 
的 下 近似 算 子 与 上 近似 算 子 满足 以 下 性 质 : 
(L) R(X) 2^ R(^ X); 
(U,) R(X) 2^ R(^ X); 
(Lj) R(U) = R(U) = U; 
(U,) R(Ø) = R(Ø) = Ø; 
(L) R(X N Y) = R(X) n R(Y); 
(U,)R(X U Y) = R(X) U RCY); 
(L,)X € Y= R(X) C R(Y); 
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(U,)X € Y=R(X) € ROY) i 

(L) R(X U Y) 2 R(X) U RCY); 

(QU,)R(X n Y) C R(X) n R(Y); 

(L) R(X) € X; 

(U,)X C R(X); 

(L)X C R(R(X)); 

(U,)R(R(X)) € X; 

(Ls) ROO = R(R(X)); 

(U,)R(X) = R(R(X)); 

(L)R(X) = R(R(X)); 

(U,) R(X) = R(R(X)). 

其 中 X,Y 为 U 的 子 集 , — 表示 集合 的 补 运算 . 

证 明 ”只 证 (ZL,),(U,),(L),(U,) ,其 他 易 证 . 由 于 

R(^ X) = [x][x], Q ( X) Øl = jalir] n C^ X) = 91 

= o dx|[x], € XI = R(X), 

(U1) ŽL) 可 证 . 由 于 

R(X N Y) = ix|[x], € X n Y] = ix|[x], € X, [x], € YI 

= ix|[x]4 € XI n ix] [x], € Y} = ROX) n RCY), 

(U,) XUL) 可 证 . 

性 质 (ZL,) 与 性 质 (0,) (i = 1,2,…,9) 常 称 为 近似 算 子 的 对 偶 性 质 . 

由 于 不 同 的 集合 可 能 会 有 相同 的 下 近似 或 相同 的 上 近似 ,因此 我 们 可 以 进 
一 步 将 Rough 集 进 行 分 类 . 

定义 4.1.2 设 (U,R) 为 Pawlak 近似 空间 ,对 于 U 的 子 集 X 与 Y, 称 X 与 Y 
下 粗 相 等 ,车 R(X) = R(Y) , 记 做 X 一 了 ; 称 X 与 Y 上 粗 相等 ,车 R(X) = ROY), 
IR X = 了 ; 称 X 与 Y 粗 相等 ,车 X 与 Y 既 下 粗 相 等 又 上 粗 相等 , 记 做 XX~. 

定理 4.1.2 设 (U,R) 为 Pawlak 近似 空间 ,X,Y,X',Y' e PQU) , 则 有 下 列 
的 性 质 成 立 : 

(1)X = YeX rn Y = X HB X n Y = y; 

(2)X = Ye X U Y = X HR. X U Y = Y; 

()#X= X' HY=Y,J_ X U Y= X' U Y'; 

(4) #X= X BY= Y' J| X n Y = X' n Y'; 

(S) # X C YR Y= 0.MJ X =ð; 


C 
(6) #XCYRX=U,N Y= U; 
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(T # X= 0@ k Y = @,JJ X n Y = Ø; 
(8) #X= UB Y= U,WN]| X U Y = U; 
(9) # X = Y,WI| X U Y = U; 
(10) # X = Y,N| X AS Y = 0; 
(11)X = Ye < X =< Y; 
(12)X = Ye ^ X = Y. 
由 定理 4.1.1 易 证 ,从 略 . 
定理 4.1.3 — WE (U,R) 为 Pawlak 近似 空间 , 则 
(1) R(X) 是 所 有 满足 = 了 的 集合 Y C U 的 交集 , 即 
R(X) =n lY C U|Y = XJ. 
(2) R(X) ENAWE X = 了 的 集合 了 C U 的 并 集 , 即 
R(X) =U |Y C U|Y = X]. 
证 明 (1) # Y= X,WIR(OX) = R(Y) CY, 于 是 R(X) Cn [YC U|Y = 
Xi. 又 因为 R(X) = R(R(X)), 即 R(X) = X. EER(X) 2n IYC U Y 7 XJ. 
BIR(X) 2n IY C U |Y = X|. 
(2) 类 似 (1) 可 证 . 
定义 4.1.3 WE (U,R) 为 Pawlak 近似 空间 ,对 于 U BP SE X 5 Y, 
(1) #R(X) € R(OY) „WER X FHE TF Y, wX G Y; 


(2) ER(X) C R(Y) WF X LMES TF Y, iTi X C Y; 
(3) X EAST YH X THES Y, WE Xt S T Y. X CY. 


定理 4.1.4 iE (U,R) 为 Pawiak 近似 空间 ,下 区 Y" ,^X C Y" ^X CY" 
都 是 PQU) 上 的 偏 序 关 系 , 且 满 足以 下 性 质 : 


(1 X C Y,MJ X Ç Y,X C Y,X Ç Y; 
(2) 9 X Ç Y,Y Ç X,MJ X = Y; 


(3) ## xC Y,Y C X, X = Y; 


(4) & X CY.Y CX, W X = Y; 
(5)X CYeX n Y = X; 


(6)X C YX U Y = Y; 
(7) #X C Y,X = X',Y = Y, W x' Ç Y'; 


(8) @ X C Y,X= X',Y = Y' MJ X' cy; 
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(9) € XC Y,X = X',Y e Yu x C Y; 

(10) S8 X'CX,YcyYaxnyYcxny; 

(11) &X'CX,YCYQXUYCXUuY; 

(12) # X Ç Y,X Ç Z,MJ Z Ç Y; 

(13) # X C Y,X = Z,WJ Z C Y; 

(14) S X CY,X =Z, W Z&Y. 

由 定理 4.1.1 易 证 ,从 略 . 

粗 相 等 与 粗 包 含 实际 上 是 将 粗糙 集 进一步 分 类 . 下 粗 相 等 是 将 下 近似 相等 
的 粗糙 集 作 为 一 个 类 ,而 上 粗 相 等 是 将 上 近似 相等 的 粗糙 集 作 为 一 个 类 , 粗 相 等 
是 将 上 近似 ` 下 近似 都 相等 的 粗糙 集 作 为 一 个 类 ,类 与 类 之 间 的 包含 关系 即 是 粗 
包含 关系 . 

下 面 引入 粗糙 度 的 概念 ,用 该 概念 来 刻画 粗糙 集 边 界 的 模糊 性 . 

定义 4.1.4 WE (U,R) Xj Pawlak 近似 空间 ,XX 关于 近似 空间 (U,R) 的 上 近 
似 与 下 近似 分 别 为 RCX) 与 RCX) , 则 


| RCX) | 
KO) = LE 4.3 
7 [ROX) | (4.3) 
称 为 X 关 于 近似 空间 (U,R) 的 精度 ,而 
p (X) = 1 - nr(X) (4.4) 


称 为 关于 近似 空间 (U,R) 的 粗糙 度 . 

精度 na(X) 反映 了 集合 在 关系 下 的 知识 确定 程度 . 显然 ,对 于 任何 一 
个 忌 上 的 等 价 关 系 尺 和 CU, HHO < (X) <1. (X) = 1e R(X) = 
X = ROO, BI X H U WREE, m (X) < Le R(X) # R(X) , Bl X O8 U BJ 8 
定 集 .当然 对 于 确定 集 乒 有 pr(X) = 0, 而 对 于 不 确定 集 半 有 pa(X) > 0. 

粗糙 集 理 论 是 基于 对 于 经 典 信息 系统 的 分 类 , 并 用 分 类 集合 近似 表示 集合 
X. && T X BE o EG ROO 为 下 近似 ,包含 X 的 近似 集合 R(X) 为 上 近似 . 当 
两 个 集合 相等 时 ,它们 的 上 近似 、 下 近似 分 别 相同 ;而 两 个 集合 的 上 近似 、 下 近似 
相同 时 ,未 必 这 两 个 集合 是 相同 的 . 但 是 上 近似 相同 或 下 近似 相同 时 ,从 某 一 个 
侧面 反映 了 同样 的 知识 ,从 而 利用 各 种 粗 相等 将 具有 相同 知识 的 集合 归 类 ,简化 
了 知识 的 表示 . 


84.2 模糊 粗糙 集 


在 Pawlak 粗糙 集 模型 中 , 论 域 UU 上 的 任意 一 个 经 典 集合 4 不 一 定 能 用 知识 
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H£ CU, R) 中 的 知识 来 精确 地 描述 ,这 时 就 用 4 关于 (U0,R) 的 一 对 上 近似 、 下 近 
似 来 描述 . 但 在 实际 生活 中 ,人 们 涉及 到 的 知识 或 概念 往往 是 模糊 的 、 不 确定 
的 , 即 4 是 U 上 的 一 个 模糊 集合 ,现在 的 问题 是 :4 如 何 用 (U,R) 中 的 知识 来 精 
确 地 描述 ?模糊 粗糙 集 模型 就 是 针对 这 类 问题 提出 来 的 . 
定义 4.2.1 WE(U,R) X Pawlak 近似 空间 , 即 玉 为 马上 的 等 价 关 系 ,[x]， 
表示 包含 x 的 等 价 类 ,对 于 U 上 的 fuzzy 集 4, 记 
R(A)(x) = min{A(y) |y e [x]41 (4.5) 
R(A)(x) = maxl AGO) |y e [x]4l (4.6) 
则 R(A) 和 R(4) 分 别称 为 fuzzy 集 4 关于 近似 空间 (U,R) 的 下 近似 与 上 近似 ,而 
R:F(U) — F(U) FIR:FQU) — FCU) 分 别称 为 下 近似 算 子 和 上 近似 算 子 . Fk 
(RCA) ,R(4)) 是 A 的 模糊 粗糙 集 (rough-fuzzy 集 ). 
或 者 称 4” = |B e F(U) | RB) = R(A),R(B) = R(A)] 为 rough-fuzzy f& . 
我 们 知道 ,在 Pawlak 近似 空间 (U,R) 中 ,属于 同一 等 价 类 中 的 两 个 对 象 是 
不 可 分 辨 的 ,从 上 面 的 定义 可 以 看 出 ,R(4) WRA) 中 的 同一 等 价 类 中 的 隶属 
函数 都 是 常数 ,这 符合 直观 的 意义 . RA) 可 以 理解 为 对 象 * 肯定 属于 模糊 集合 
A 的 隶属 程度 ;R(4) 可 以 理解 为 对 象 * 可 能 属于 模糊 集合 4 的 隶属 程度 . 
当 4 是 经 典 集合 时 ,R(4) (x) = 1 当 且 仅 当 [x]s CG 4, 而 R(4)(x) = 1 当 且 
仅 当 [x]。 N A 关 8, 此 时 有 
R(A) = [x | RCA) (x) =1},R(A) = {x|R(A)(x) = 1| 
即 R(4)(x) 与 R(4) (x) 分 别 为 R(4) 与 R(4) 的 特征 函数 . 
即 当 4 是 UVU 上 的 经 典 集合 时 ,R(4) 和 R(4) 就 退化 为 4 在 Pawlak 意义 下 关 
于 (U,R) 的 下 近似 和 上 近似 ,因此 定义 4.2.1 È Pawak 意义 下 的 推广 形式 . 
XT U EB fuzzy SE A:U — [0,1], 可 以 定义 4 的 和 水平 集 关于 近似 空间 的 
(U,R) 的 下 近似 与 上 近似 
R(A,) = {x|[x]a C A,E,RGQ) = {x|[xle € 4,1 (4.7) 
R(A,) = dxl[x]a NA, & 01, RCA) = ixl x] NA, # 01 (4.8) 
且 当 a < 8 时 
R(A,) € R(A,) ,R(A,) C R(A,) ,R(CA,) C R(A,) ,R(A,) ERC4。). 
TIROL) |a e [0,1]1 51RCOL) |a e [0,1]] 都 是 集合 套 , 从 而 分 别 对 应 
U 上 的 两 个 fuzzy 集合 R'(4) 与 R'(4) ,其 隶属 函数 分 别 为 
R'(A) (x) =V la|lx e R(AJI =V lal|l<x], C A.] (4.9) 
R'(A)(x) =V le|x e R(AI =V lal[x], n A, » Ø} (4.10) 
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引 理 4.2.1 设 R 是 U 上 的 等 价 关 系 ,4 是 的 任 一 模糊 集 ,A e [0,1], 则 


(1)(R(A)), = R(A,);(2)(R(A)), = R(A,). 


证 明 (1)V< e (R(A)) e R(A) (x) > Amin| A(z') Ix' e [z], ] > 


Ae» V x' e [x] E, A(x) > Ax), € A, ex e R(A,). 


(2) Vx e (R(A)) ,GO RCA) (x) > AemaxlA(/!) |x e [x]41 > Ae Ja 


e [x],,A(x') > Aix], N A, * Øx e R(A,). 
由 模糊 集 的 分 解 定 理 及 引 理 4.2. 1 直接 得 下 面 的 定理 . 


定理 4.2.1 设 (U,R) 为 Pawlak 近似 空间 ,4 为 U 上 的 fuzzy 集合 , 则 


R(A) = U AR(A),R(A) = U AR(A,). 
一 Ae[0,1] 一 Ae[0,1] ü 


定义 4.2.2 WU, R) X Pawlak 近似 空间 ,4 为 以 上 的 名 zzy 集合 ,分 别称 


R(A) = U AR(A,) 

Z Ae[0,1] T 

R(A) = U AR(A,) 
Aeio,tl d 


(4.11) 
(4.12) 


为 4 的 下 近似 集 、 上 近似 集 , 称 (R(4) RA) ) 是 A 的 模糊 粗糙 集 ( rough-fuzzy 


集 ). 


定理 4.2.2 设 (U,R) 为 Pawlak 近似 空间 ,近似 空间 (U,R) 的 fuzzy 下 近似 


算 子 与 fuzzy 上 近似 算 子 有 以 下 性 质 : 
(1) R([A) CA C R(A); 


(2) R(A U B) = R(A) U R(B);R(A N B) = R(A) n RGB); 


(3) ÆA C B,WIR(A) C RCB) ;R(A) C R(B); 


(4) RCA N B) C R(A) n RCB) ;R(AU B) 2 R(A) U R(B); 


(S) R(A) = R(R(A)) = R(R(A)); 
(6) R(A) = R(R(A)) = R(R(A)). 
(7) R(A) = ~ RC- A),R(A) = ~ R( ~ A). 
其 中 4,B 为 U 上 的 fuzzy 集合 . 
证 明 ”对 于 任意 x e VU, 由 
R(A)(x) = min|ACy) | y e [x1,1 
R(A)(x) = maxlACy) |y e [x]al 
及 x e [xjs 得 
R(A)(x) < Alx) < R(A) (x) 
则 (1) 得 证 . 又 因 
R(A n B) (x) = min|A(y) A B(y) |y e [x]4] 


= minld(y) |y e [x],] A minl B() | y e [x], 
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= R(A) (x) A R(B)(x) 
因此 
R(A N B) = R(A) N R(B). 
其 他 情形 类 似 可 证 . 
定义 4.2.3 VE (U,R) 为 Pawlak 近似 空间 ,对 于 U 上 的 fuzzy FÆ X 5 Y, 
EÉR(X) = R(Y) , 称 世 与 了 下 粗 相等 , 记 做 下 一 了 ; 若 ROX) = R(Y) fX SY E 
粗 相等 , 记 做 于 = Y; 称 艺 与 了 粗 相等 , 若 半 与 了 既 下 粗 相 等 又 上 粗 相 等 , 记 做 
X = Y. 
B = " “=” “=” SUE U B) K fuzzy E F(U) 上 的 等 价 关系 . 
定理 4.2.3 WECU,R) 为 Pawlak 3E (BL [8] , X ,Y,X',Y' e F(U) , 则 有 下 列 
(1)X = YeX n Y = X RH X n Y = y; 
(2)X = YeX U Y = X H X U Y = Y; 
(3) #X=X HR Y=YVY,JIJ X U Y= X' UY; 
(4) #X= X RY= Y',MJ X n Y= X' n Y'; 
(y #XC YHY=Q0,JJ X =Ø, 
(66 #XC YB X= U,JlJ Y= U; 
(7) p X = Q@ sik Y = @, W) X n Y = Ø; 
(8) & X Us Y= U, X U Y = U; 
(9)X = ØeX = Ø; 
(10) X = UeX = U. 
证 明 ”由 定义 直接 可 证 . 
定理 4.2.4” 设 (U,R) H Pawlak 近似 空间 ,4 为 U 上 的 fuzzy 集合 , 则 
(1) R(4) =N |B e F(U) |B Al; 
(2) R(A) =U {Be F(U) | B = A}. 
由 定理 4. 2. 2 即 证 . 
由 定义 4.2.1 给 出 的 下 近似 和 上 近似 是 一 对 模糊 集合 ,如果 我 们 将 模糊 集 
4 A 用 知识 库 (U,R) 中 的 经 典 集合 来 描述 , 则 可 以 通过 模糊 集 的 截 集 来 过 渡 . 
定义 4.2.4” 设 (U,R) 为 Pawlak 近似 空间 ,4 为 U 上 的 fuzzy 集 合 , 则 4 关 
于 近似 空间 (U,R) 依 参数 0 < B < a < 1 的 下 近似 (R4)。 和 上 近似 (RA)。 分 别 
定义 为 
(RA), = Ix e U| (RA) (x) >al (4. 13) 
(RA), = |z e U| (RA) (x) Z Bl f (4.14) 
这 里 , (RA), 可 以 理解 为 U 中 肯定 属于 模糊 集 4 的 隶属 程度 不 小 于 a BE 
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些 对 象 的 全 体 ;( RA) ,可 以 理解 为 U 中 可 能 属于 模糊 集 4 的 隶属 程度 不 小 于 B 的 
那些 对 象 的 全 体 . 
显然 
(RA), =U L1] (RA)(x) > a| 
(RA), =U |[x] | (RA) (a3) > B 
这 样 ,(RA)。 又 可 以 解释 为 U 中 肯定 属于 模糊 集 4 的 隶属 程度 不 小 于 a 的 
那些 对 象 所 在 的 等 价 类 的 并 集 ;( RA) , 可 以 解释 为 U 中 可 能 属于 模糊 集 4 的 隶 
属 程 度 不 小 于 6B 那些 对 象 所 在 的 等 价 类 的 并 集 . 
注 ” 当 4 是 经 典 集 合 时 ,对 于 任意 a,B e (0,1],( RA)。 和 (RA)s 分 别 退 化 
为 在 Pawlak 意义 下 关于 近似 空间 (U,R) 的 上 近似 ,下 近似 定义 ; 
RA = ix e U|(x], CAI,RA= ix e Ul[x], n A Z 91. 
定理 4.2.5 WE(U,R) 为 Pawlak 近似 空间 ,4 为 局 上 的 fuzzy 集合 , 则 对 于 
0«Bzaoazl'/ü 
(1) RA U B)), = (RA), U (RB), (R(A N B)), = (RA), N (RB); 
(2) ÆA C B, (RA), C (RB), (RA), C (RB),; 
(3) RCA U B)), 2 (RA), U (RB),,(R(A N B)), Š (RA), N (RB); 
(4) (RA), Š (RA), 
(S)(RC^ A)), = (RA) RC? A)), =° (A) 
证 明 ”由 定义 和 定理 4.2.2 直接 证 得 . 
定义 4.2.5 iE(U,R) 为 Pawlak 近似 空间 ,A 为 U 上 的 fuzzy 集合 ,定义 4 
关于 (0 HERR p, Wip, = 1 - e LEA | = 0 时 ,约定 p， OU 
| R4 | 
- [RA] 
显然 ,0 xpo, S 1,0 < n « 1. 车 4 是 可 以 定义 的 , 则 有 ps = 0,m%4 = 1. 
定义 4.2.6 设 (U,R) 为 Pawlak 近似 空间 ,4 为 U 上 的 fuzzy 集 合 ,对 于 0 < 
B € o x 1, 定 义 4 在 近似 空间 (U,R) 上 关于 参数 a B 的 粗糙 度 o2 为 


Na 为 4 关于 (U,R) 的 近似 精度 . 


约定 : 当 (R4)。= 8 时 ,pi* = 0. 

由 定义 可 以 直接 得 到 下 列 性 质 : 

定理 4.2.6 (1)0 < pf « I. 

(2) 3$ B lg , BU | (RA), | 随 c 增 加 而 减少 ,从 而 pf 随 a 增 加 而 增加 ;者 a 
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固定 , 则 | CRA), | EG 2 增加 而 减少 ,从 而 pr* 随 B 增加 而 减少 . 
定理 4.2.7 (1) 在 (U,R) 中 , 若 对 于 任意 的 等 价 类 [x] ,都 存在 y e [x], 
使 得 4(y) < a, 则 (RA)。= 8, 从 而 ps = 1; 
(2) 若 模糊 集 4 在 (VU,R) 的 每 个 等 价 类 中 的 隶属 函数 都 是 常数 , 则 对 于 任 
€ a e (0,1], 有 (R4)。= (RA),, Afi pz? = 0. 
证 明 ”由 定义 直接 可 得 . 
定理 4.2.8 若 模 糊 集 4 的 隶属 函数 恒 为 常数 , 即 存 在 5 > 0, 使 对 于 任意 的 
xeUVU 有 A(xr) = ë, lj 
(1) 30 <8<6<a<x1l1 时 ,有 pe = 1; 
(2) 对 于 0 < B < a < 1 时 ,6 的 其 他 情形 ,有 px* = 0. 
证 明 (1) 当 0 <B «8 <a<1 了 时 ,显然 (RA)。= 0, (RA), = 局, 从 而 
pi^ = 1; 
(2) 此 时 有 两 种 情形 :情形 1.6 < B < a, 这 时 ( RA)。= (RA), = Ø, ATAR 
IRA RU pi^ = 0; 情 形 2.8 < a < 6, 这 时 (RA)。= (RA), = U0, 从 而 根据 定义 
有 pea = 0. ) 
定理 4.2.9 设 (0,R) $ Pawlak 近似 空间 ,4,B 为 UU 上 的 fuzzy 集合 
AC B,0 « B x a x 1 ij 
(1) BUE (RA), = (RB), EBA p^ < pi^ 
(2) HR (RA), = (RB), SEA pt? < pz, 
(3) 如 果 存 在 r > 0, 使 对 于 任意 * e UB A(x) > "那么 当 B 万 7 时 ,有 
ps^ < pif; 
(4) 如 果 存 在 + > 0, 使 对 于 任意 * e UV 有 4(x) > "那么 当 a = r Bl, # 
pa^ = pi^ = 0. 
证 明 ”由 4 CB, 可 得 (RA),。C (RB),, (RA), C (RB) ,, ATC) 和 (2) 成 
s 
(3) 由 B < 可 得 (Rh4)。= (RB), = 避 , 从 而 由 (1) 9 ps" < p; 
(4) Ha < r nB (RA), = (RB), = U, B (RA), = (RB), = U, AÑ 
ps? = pi^ = 0. 
上 述 定理 说 明 , 由 4 C 8 不 能 简单 地 判别 pr* < o^ zx pz? < p^. 
定理 4.2.10 ” 设 U 是 有 限 论 域 ,(U,R) 为 Pawlak 近似 空间 ,4,8 为 U 上 的 
fuzzy 集合 ,0 < 8 < oa x 1,Bll 8 
035, | (RA), U (RB), | & p% | CRA), | p^ | CRB); | -pes | (RA), N (RB), | 
(4.15) 
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WEB] ”由 定理 4.2.5 可 得 


op 2 I (GRO U B), | 
Paue (R(A U B)), 
| (RCA U B)), | | (RA), U (RB), | 
2]- -一 -一 < 一 一 -一 = @ 
| (RA), U (RB), | | (RA), U (RB), | 
» | (R(A n B)), | 
Pina = 上 -— ———— 
| (RCA N B)),]| 
S4 IQU0), n (RB).| _ [(O40), N (RB), | 加 
ICR(A N B))| | (RA), N (RB); | 
由 于 对 任意 的 有 限 集 4,B8 有 : 
lauBl|- lAl« |B|- JANB] @ 
则 由 式 式 回 式 国有 
pios | (RA), U (RB), | < |(RA), U (RB),| - | (RA), U (RB), | 
= |(RA),|+ |(RB),|- | (RA), N (RB),|- |(R4)。| - GB), | 
+ | (RA), N (RB), | 
< |(RA)s| + |(RB),|- |(R4)。|- | (RB), 


- pif, | (RA), N (RB), | 

fI FH oz A pz ^ 的 性 质 可 知 定理 成 立 . 

设 $S 是 U 上 的 另 一 等 价 关 系 , 记 p, 和 o, 分别 是 4 关于 (U,R) HI(U,S) 的 
粗 燃 度 ,pr* 和 pr” 分别 是 4 在 (U,R) 和 (U,S) 中 关于 wa,B8 的 粗糙 度 ,7 和 所 分 
别 是 4 关于 (U,R) 和 (U,S) 的 近似 精度 . 

定理 4.2.11 设 (U,R) 为 Pawlak 近似 空间 ,4 为 U 上 的 fuzzy 集 合 ,S C R, 
VO <8 <a < 1,MWJ 

(1) RA C SA,SA C RA; 

(2) (RA), C (SA),,(SA), C (RA),. 

证 明 ”由 于 S C R 当 且 仅 当 Yx e U, ix], € [x], F 

(1) Vx e U, 

(RA) (x) = inf{A(y) |y e [z],] = inftlá() |y e lels} = CSA) (x), 

从 而 R4 C SA. 同 理 可 得 S4 C. RA. 

(2) Æx e (RA), WR(A) (x) > a, ifi (1) 得 

SA(x) >= RA(x) za, 

故 x e (34),, 于 是 (RA)。C (SA), 同 理 可 得 ($4)。 C (RA), . 

定理 4.2.12 i&(U,R) 为 Pawlak 近似 空间 ,4 为 U 上 的 fuzzy 集 合 ,S C R, 
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则 

(Doi < pi^; 

(2)9, < Pa: 

证 明 ”由 定义 和 定理 4.2.2 即 得 . 

$ ”定理 4.2.11 说 明 , 模 糊 划 分 越 细 ,所 得 近似 的 粗糙 度 就 越 小 . 


$4.3 模糊 关系 下 的 模糊 粗糙 集 


定义 4.3.1 iE (U,R) 为 模糊 近似 空间 , 即 R 为 U 上 的 模糊 等 价 关系 ,对 于 
U 上 的 fuzzy 集 4, 记 
(RC) (3) = V TAL Vy e Ux], RGoy) A A & ACY)! (4.16) 
(R(A))(x) = V R(x,y) A AQ) (4.17) 
则 R(4)( 简 记 为 R4) 和 R(4)( 简 记 为 R4) 分 别称 为 fuzzy 集 4 关于 模糊 近似 空间 
(U,R) 的 下 近似 与 上 近似 ,而 R: F(U)  F(U) iR: F(U) — F(U) 分 别称 为 
模糊 下 近似 算 子 和 模糊 上 近似 算 子 . 称 (R4,R4) 是 4 的 模糊 近似 空间 中 的 模糊 
XH BE SE ( rough-fuzzy 集 ). 
我 们 指出 ,在 定义 4.3.1 中: 
(1) 若 (U,R) 是 近似 空间 ,A e P(U), WRA = ix e U| [x], C A},RA = 
ix e Ul [x], n A Z Ø}. 
(2) EQU,R) 是 近似 空间 ,4 e FCU) ,BURA = inf|A(y) |y e [x]4] RA = 
sup{A(y) |y e [Ex]4l 
所 以 ,定义 4.3. 1 Pawlak 定义 和 Banerjee M. 定义 的 推广 . 
34.3.2. WU, R) 为 模糊 近似 空间 ,对 于 U 上 的 fuzzy 集 4, 定 义 RA,RA 
的 A- 截 集 和 强 A- 截 集 分 别 如 下 


(RA), = |x e U| fx], € A,l (4.18) 
(RA), = Ix e Ul [x], n A, 8) (4.19) 
(RA), = {xe U|[x]4, € Al (4. 20) 
(RA), = {xe U| [x], n A, # 01 (4.21) 


BICRA), = R,CACRA), = R,CA (OR), = RA) (R4), = R,(A,). 
注 “这 里 [<*]。,[x]。 分 别 是 按照 等 价 关 系 R, LR, 确定 的 x 所 在 的 等 价 类 


引 理 4.3.1 设 (U,R) 为 模糊 近似 空间 ,4,8 e F(U), VA e [0,1], 则 有 
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(1) CRCA U B)), = (RA), U (RB), :(R(A U B)), = (RA), U (RB),; 
(2) CRCA N B)), = (RA), N CRB),;(RCA N B)), = (RA), N (RB),; 
(3) #A GB, 则 (RA), C (RB) ,;(RA), C (RB),; 
(RA), C (RB),;(RA), C (RB),; 
(4) CRCA U B)), 2 (RA), U (RB) ,;(R(A U B)), 2 (RA), U (RB),; 
(5)(R(A N B)), € (RA), N (RB), ;(R(A N B)), S (RA), N (RB),; 
(6) RC^ 4), = RAA, 4 (RO 4)), = R,(A,.,)- 
证 明 ”只 证 截 集 的 情况 , 强 截 集 的 情况 同 理 可 证 . 
(10(R(AUB)), = R (A U B), = R(A,UB,) = RA, U R.B, 
= (RA), U (RB),; 
(2)(R(À N B)), =R (A n B), = R (A, 1 B.) =R,(4,) O R,(CB,) 
= (RA), N (RB),; i i 
(3)EACB,MA CB, —— 
(RA), = R,(A,) C R,(B,) = (RB),; 
(RA), = R,(A,) C R,(B,) = (RB),; 
(4) FS ACAU BH BCAU B, (3) (RA), C (R(A U B)), 
B(RB), € (R(A U B)),, 故 (R(4 U B)), 2 (RA), U (RB),; 
(5) 32 A n B CABAnBCPB,H(3) &&(R(A n B)), C (RA), 
H(R(A n B)), C (RB),, 故 (R(A N B)), S (RA), n (RB),; 
(6(RC^ A)), = RCCA A) = RC^ A...) = RA) s 
(RC^ 4), = RA), = R,(% A4) = RC). 
定理 4.3.1 设 (U,R) 是 模糊 近似 空间 ,4 e F(U),Vx e U, W 


(Q) ( Y ACRA), ) G) = V TAT Vy e [ela RO) AA A021, 


àe 


mm C V AL Vy e [ale R(t,y) AA &AG)H, 


(3) 


| 
(2) [ 
(Y ACRA), KOES C V R(x,y) A AQ), 


Aeí0.1] 


e». u ACRA), J =, = V R(x,y) A AQD- 


fraie , 4 U 为 有 限 论 域 时 ， (2) 和 (3) 均 为 等 式 . 
证 明 


(1) (Y ACRA), ) G2 
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= Va À A (RA), (x) NT [A E € (RA),] 
= VY, [Al tx], E4? SEM [A| Vy e [x], My e Aj] 
= Vo M | Vy e U,# R(x,y) > A.M A(y) m Al 
= Vi IA Vy e lz] Ry) AA < AC). 
e sto, e 


= V AA RA) = ula e CU), 
- lA | Ex] € Ajl 
= V IAIVye [rl HE y e hl 
-V Ja] Yy e UE RGS) >A MAC) > AI 
- lA | Vy e [xs] Ry) ^ A < AQ2I 
< V lal Vy e ix] Ry) AA SA) 
< A| Vy e [x] Ry) A A < A(y)1. 


G) (Y ACRA), ) (z) 


= MAA (RA) (x) = V IAlxe (RA), | 
= Vo [Alis] NA, s 01 
= Mi {A|3ye Ux e [x], Ry e A,d 
S IA l| 3y e UR, y) 2A B A(y) zm A 
E lA| 3y e UR, y) A AC) > Ad 
< V, l | V RG) A A(y) =al 
= V, R(x,y) A AQ) 
(4) (U ACRA),] (2) = VAAN (RA) ,(x) 
= V lAl e (RA), 
= V Md a, n A, # 0 
= V {A|aye Uy els], Rye A, | 
= V IA By e U,R(x,y) > AH AQ) >al 
= V IAE 3y e UURGU) AAO) > Al 
À 


V R(x,y) A A(y) > Al 
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= Y, R(x,y) A ACy). 


由 定理 4. 3. 13488348 与 定义 4.3. 1 等 价 的 模糊 近似 空间 中 的 模糊 粗糙 


集 的 截 集 形 式 定 义 . 
定义 4.3.3  iE(U,R) 为 模糊 近似 空间 ,对 于 U Ef) fuzzy 集 4, 记 
RA = U ACRA), (4.22) 
RA - ACRA), (4.23) 


Ae du 


WIRA 和 R4 分 别称 为 uzzy Æ 4 关于 模糊 近似 空间 (VU,R) 的 下 近似 与 上 近似 . 


故 


另外 有 RA > Y (RA), 
RA > Ma (RA), 
下 面 我 们 讨论 模糊 近似 空 s 间 上 的 模糊 粗糙 集 的 性 质 
定理 4.3.2 设 (U,R) 为 模糊 近似 空间 ,4,B e FU), 则 有 
(1) RA C A C RA; 
(2) R(AU B) = RA U RB;R(A N B) = RA N RB; 
(3) # A C B, 则 RA C RB;RA C RB; 
(4) RA = R(RA) = RCRA) RA = R(RA) = RCGRA) ; 
(5) R(A n B) C RA n RB;R(A U B) 2 RA U RB; 
(6) RA = AG RA = A; 
(7) RU = U;RØ = Ø. 
证 明 ”只 证 前 半 部 分 ， EREE. Va e U, 
(1) 因为 (R4)，= R.A, CA, C R.A, = (RA) ,, B| 
RA = U ACRA), G Y AA, = À C Y ACRA), C RA. 

(2)(R(A U B)) (x) = V R(x,y) A (A U B) (x) 

= V R(x,y) A (A(x) V B(x)) 

= V, (R(x,y) A A(y)) A (R(x,y) A BCy)) 


= (V R(x,y) A400) V (VRG) ABO) ) 
= (RA) (x) V (RB) (x) = (RA U RB)(x), 
(R(A U B)) = RA U RB. 


(3) 因为 45 B, 所 以 Vy e U,A(y) BC) UU 
(RA) (=) = V IAE Vy e [zla Ry) AA < 4G)1 
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< Vy IA Vy e [z] R(x,y) AASBO7)1 
= (RB)(x), 则 RA C RB. 
(4) 因为 (R4)，= RA, = R,(R,A,) = R,CRA), = (R(RA)),, 
(RA), = RA, = R,(R,A,) = R,(RA), = (R(RA)),, 


WRA = U ACRA), = U A(R(RA)), = R(RA), BRA = R(RA). 
RCRA) = U A(R(RA)), = U ACRA), C R4, 即 RCR4) C RA, 又 由 
(1) 有 R4 C R(RA) JURA = R(RA). 

5 E RA = R(RA) = R(RA). 

(5) 由 (3) 易 证 . 

(6) ÆRA = A= RA = R(RA) = RA = 4, 即 有 RA4 = A. 

车 RA = A= RA = R(RA) = RA = 4, 即 有 RA = A. 

(7) 显然 

注 ” 当 R 是 UVU 上 的 模糊 等 价 关系 时 ,关系 R( 路 4) S^ (RA), RSA) =5 
( RA) 一 般 不 成 立 . 反例 见 后 面 的 例题 . 

定义 4.3.4” 设 (U,R) 为 模糊 近似 空间 , 称 4 模糊 粗 下 包含 于 8, 若 YA e 
[0,1] 8 (RA), C (RB),; 称 4 模糊 粗 上 包含 于 B, 若 YA e [0,1] 8 (RA), C 
(RB),. 

定义 4.3.5 ” 设 (U,R) 为 模糊 近似 空间 ,4,B e FCU) Sk A 5 B 是 模糊 粗 
下 相等 的 ,车 YA e [0,1] "E (RA), = (RB),, 记 为 4~ 8; 称 4 与 8 模 糊 粗 上 
相等 的 ,车 VA e [0,1], 有 (R4)，= (RB),, 记 为 4 B; 称 4 与 8 是 模糊 粗 相 
SJ, A= B BA = B, À = B. 

定理 4.3.3” 设 (U,R) 为 模糊 近似 空间 ,4,B e FCU) , 则 有 下 列 性 质 成 立 : 

(1)A = B@A R B = AB A n B = p; 

(242 BSA U B = ABA U B= B; 

(3)#A=.4A BRB= B.B A U B = A' U B'; 

(A) #A=A BRB=>= p'a n B = A' n B'; 

(S) #ACBRB=Q00,BJ A =Ø; 

(6) #A CG B BA = U,MJ B = U; 

(7) #'A = 0 2 B = @,WJ A n B = 0; 

(8) gf A= Us B = U, A Ú B = U; 

(9)4 = UGA = U; 

(10)4 ~ Oc = Ø. 
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证 明 只 证 奇数 项 ,偶数 项 类 似 可 证 . YA e [0,1], 
(1)4 = B (RA), = (RB), = (RA), O (RB), = (R(A ñ B)), 
SANB=ABANB=B — i 

(3) # A= A B B ~B', 有 (R4), = (RA), B(RB), = (RB'),, 则 
(RA), U (RB), = (RA), U (RB), G(R(AU B)), = (R(A' U B')),eAU 
B = A'U B. 

(5)4 C BeS(RA), C (RB), [RAS (RB), = (RO), = R,O = ,所 以 (RA)， 
= O,BD A = Ø. 

(7) 因为 (R4)，= 8 或 (RB), = O,BrEACR(A CO B)), = (RA), N (RB), 
= @,BD A n B = 0. 

(9) BA A = 0, 所 以 (RA)，= (RU), = RU = U, XS (RA), € A, ,所 
以 4 = U,W|A = U. i 

下 面 在 模糊 近似 空间 的 粗糙 模糊 集 概念 的 基础 上 ,引入 粗糙 度 的 概念 ,用 该 
概念 来 刻画 粗糙 集 边 界 的 模糊 性 . 

定义 4.3.6 设 U 是 论 域 ,4 e F(U) , 则 模糊 集 4 的 基数 定义 为 

|A] = > AG). 


4E X.4.3.7 设 (U,R) 为 模糊 近似 空间 ,4 e FCU), WAT RfKk 232 0 < 
e < 


B< 1 的 下 近似 (Rh4)。 和 上 近似 (R4)，。 分 别 定义 为 
(RA), = ix e U| (RA) (x) > ad (4.24) 
(RA), = {x e U| (RA) (x) > B|. (4.25) 
根据 上 近似 、 下 近似 的 截 集 定义 


(RA), = {x e Ul [ele GAl; 
(RA), = {x ë Ul[x],, N A, z Øl. 

x HL, (RA), 可 以 理解 为 已 中 以 及 . 所 确定 的 等 价 类 中 肯定 属于 模糊 集 4 的 
隶属 程度 不 小 于 oc 的 那些 对 象 的 全 体 ;(R4)。 可 以 理解 为 忆 中 以 R, 所 确定 的 等 
价 类 中 可 能 属于 模糊 集 4 的 隶属 程度 不 小 于 6 的 那些 对 象 的 全 体 . 

定理 4.3.4 WU, R) 为 模糊 近似 空间 ,4,B e FCU) , 则 对 于 0 < 8 < a < 
14: 

(1) CRCA U B)), = (RA), U (RB), : (R(A N B)), = (RA), N (RB),; 

(2) 车 4 C B,MJ(RA), C (RB) ,;(RA), C (RB),; 

(3) (R(A U B)), 2 (RA), U (RB),;(R(A n B)), C (RA), N (RB), 

(4) (RA), C (RA),. 
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证 明 (1) 、(2)、(3) 是 引 理 4.3.1 的 特殊 情况 , 易 证 从 略 . 

(4) (RA), C (RA), G (RA), 

定义 4.3.8 | W(U,R) 为 模糊 近似 空间 ,A e FCU) ,定义 4 关于 (DR) 的 
HAEE pa 为 :p = 1 ed [RA| = OH, ZI p, = 0; f n, = 
4 关于 (U,R) 的 近似 精度 . 

显然 ,0 <o, < 1,0 < T, xl. 

ES 4.3.9 EU, R) 为 模糊 近似 空间 ,4 e F(U), 对 于 0 «Box, 
定义 4 在 模糊 近似 空间 (U,R) 上 关于 参数 a 8 的 粗糙 度 pz 为 

| (RA), | 

- 1G), | 


pi^ = 1 


约定 , 当 (R4)。= @ i pr = 0. 

由 定义 可 以 直接 得 到 下 列 性 质 : 

定理 4.3.5 (1)0 spf <l; 

(2) 若 6 固 定 , 则 | (R4)。| 随 增加 而 减少 ,从 而 p72? 随 w 增 加 而 增加 ; 若 a 
固定 , 则 | (RA)s | BE 8 增加 而 减少 ,从 而 p*? 随 B 增加 而 减少 . 

定理 4.3.6 (1) 在 (U,R) 中 , 若 Va e [0,1] TER R, 所 确定 的 x 所 在 的 
等 价 类 [x]; ,都 存在 y e [x], ,使 得 4(y) < a, 则 (R4)。= Ø, AN pf = 1; 

(2) 若 模糊 集 4 在 (U,R) 中 对 于 Ya e [0,1] HEAR, 所 确定 的 等 价 类 
[x],, 中 的 隶属 函数 都 是 常数 , 且 Iy e [z], MACRA), = (RA), Ali pz" = 0. 

证 明 (D) 对 于 (U,R) BEER, 所 确定 的 等 价 类 [zx]。 Iy e [z], ,使 
A(y) < a 则 (R4)。= ix e U||x], C AL] = 0, Ami p?" = 1; 

(2) E AEQU,R) 的 每 个 R 所 确定 的 等 价 类 [x]。 中 ,4(z) = 上 , 则 当 @ > 
kmt, (RA), = (RA), = @ ,从 而 根据 约定 py" =0;M a< kat, (RA), = (RA), = 
以, 从 而 根据 定义 py” = 0. 

定理 4.3.7 ”车 模糊 集 4 的 隶属 函数 恒 为 常数 , 即 存在 8 > 0, 使 对 于 任意 的 
x e UH A(x) = 6, 且 对 VB e (0,1), Jye [x] e, , Bt 

(00«B8«8«axlHf,Sp^21; 

(2) 对 于 0 < 8 < o < 1 的 其 他 情形 ,有 p:* = 0. 

证 明 (1) 当 0 <B8 <ó <as1l 时 ,(RA), = Ix e Ul [x],, € AL] = 0, 
(RA), = {x e U| [x], N 4, 7 01 = U, ATI pi’ = 1; 

(2) 此 时 有 两 种 情形 :情形 1.8 < B < a, 这 时 ( RA)。= (RA), = 8, 从 而 根 
AE pr^ = 0; 情 形 2. B a < 6, 这 时 ( RA), = (RA), = VU, 从 而 根据 定义 得 
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EI 4.3.8 — iE (CU, R) 为 模糊 近似 空间 ,4,B e F(U), 且 A4CB,0<ps 
a x 1, H 

(1) 如 果 (R4)。= (RB), IBA pz" « pt; 

(2) 如 果 (R4)。= (RB), JA p?" < pa^; 

(3) 如 果 存 在 r > 0, 使 对 于 任意 x e U 有 4(x) 2r B 3y e [xa ,那么 
当 B <r 时 ,有 ps* < pi; 

(4) 如 果 存 在 + > 0, 使 对 于 任意 x e UB A(x) >r, H 3y e [x], ,那么 
Xa < rif, A py = pif = 0. 

证 明 ”由 4 CB, 可 得 (RA), C (RB). (RA), C (RB),, 从 而 (1) # (2) 成 
X 

(3) BB < r B] f& (RA), = (RB), = VU, 从 而 由 (1) Al pz? < pi^; 

(4) 由 a < 可 得 (Rh)。= (RB), = U, B (RA), = (RB), = U, Afi 
ps? = pi^ = 0. 

上 述 定理 说 明 ,由 4 C 8 不 能 简单 地 判别 p** < pz sk pz” < ps 

定理 4.3.9 设 局 是 有 限 论 域 ,(V,R) 为 模糊 近似 空间 ,4,B e F(U),0 < 
B x a sl, 8 

pie | (RA), U (RB), | 


< p^ | (RA), | +p3° | CRB); | -pis | CRA), N (RB)s| (4.26) 
证 明 ”由 定理 4.3.4 可 得 
op L4 |(R(A4 UB))., | 
Paus (R(A U B)), 
| (RCA U B)), | | (RA), U (RB), | 
=1- 一 一 <l- — — D 
| (RA), U (RB), | | (RA), U (RB), | 
» [CRC4 N B))。| 
Pane [CRA N B)), | 
| CRA), N (RB), | _ _ ICRA), N (RB), @ 


ICRA N B)) | — (RA), N (RB); | 
由 于 对 任意 的 有 限 集 4,8 有 : 
|AUB|= |A]+ IBI- |An B| @ 
mds. @ = @ # 
pi^, | (RA), U (RB), | < |(RA), U (RB), | - | (RA), U (RB), | 
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= | (RA) |+ |(RB),|- LO), N (GB),|] - | CRA), 1 - | (ORB), | 
+ | (RA), N (RB). | 
< |(RA),|+ |(RB),|- LO4),1 - | (RB), | 


- Pio | (RA), n (RB), | 

利用 ps* fü p;^ 的 性 质 可 知 定理 成 立 . 

设 $ 是 U 上 的 男 一 模糊 等 价 关系 , 记 p, Mo, 分别 是 4 关于 (U,R) THQU,S) 
的 粗糙 度 2^ 和 px 分 别 是 4 在 (UV,R) 和 (VU,S) 中 关于 wa,B 的 粗糙 度 n, ME, 
分 别 是 4 关于 (UV,R) 和 (U,5) 的 近似 精度 . 

定义 4.3.10 设 有 RR,5 都 是 VU 上 的 模糊 等 价 关系 ,如 果 VA e [0,1], Vx e 
U, 都 有 [x]s, C [Lx], 则 称 模糊 划分 S 细 于 模糊 划分 R, 记 为 SS R. 

定理 4.3.10 设 (UV,R) 是 模糊 近似 空间 ,SC R,Ae F(U),Y0 «Box 
1, 则 

(1) RA C 4,84 C RA; 

(2) (RA), C (84),, (84), C (RA), 


证 明 ”由 于 SC R, 则 VA e [0,1], Vx e Ux], C [x], ,于 是 
(DD (GA (x) = (Y ACRA), ) œ) = fa | [z]e, € Aj] 


[0,1] Ae[0,1] 


< V Ad US CAF = (Y ACA), ) G) = GA G2). 


从 而 RA C SA; 同 理 可 得 S4 C RA 

(2) E x e (RA), Mlz] € MOREM C A, B x e (54),, 于 是 
(RA), C (SA), S8 RJ f (SA), C (RA), 

4E38 4.3.11 设 (U,R) 是 模糊 近似 空间 ,SSE R, A e F(U) , 则 
(1)? s pi^; 

(2)9, < pe 

由 定义 和 定理 4. 3. 10 直接 可 得 . 

Ë 定理 4.3.11 说 明 , 模 糊 划 分 越 细 ,所 得 近似 的 粗糙 度 就 越 小 . 

例 4.3.1 RU = [nnus A = loss ooo) 
BUM ATE R.S 分 别 由 以 下 的 关系 矩阵 M, MM, 给 出 ， 


1 05 08 0.6 0.6 1 0.4 08 0.5 0.5 
0.5 1 05 0.5 0.5 0.4 1 04 0.4 0.4 
Mr:=|0.8 05 1 0.6 06|, M,=|0 8 04 1 05 05 
0.6 0.5 06 1 0.7 0.5 0.4 05 1 06 


0.6 05 06 07 | 0.5 0.4 05 06 | 
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*| Xy x; EN cx] 
则 B = | 
RA - eos opo os] 
la4| ， 
近似 精度 m = -一 一 = 了 * 9.625 
| RA | 


Ha 0.3, (RA), = Upi’ = 0; 车 取 a > 0.8, 则 4。= ,从 而 
(RA), = dx e U|[x], n A, 2 01 = Duci = 1, 则 


x XQ Xy X. X 
4 = 1 2 3 4 5 
š [coire oos] 


一 x X, X, X, X 
SA = 1 2 3 4 5 
D soos] 


近似 精度 £1 =-= = = = 0.821, 


易 见 RA C SA C SA C RA. 
BI HE 8 Jo] 4 ERAN, 粗糙 度 越 小 ,从 而 近似 精度 越 高 . 
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第 五 章 “粗糙 群 与 模糊 粗糙 群 


$5.1. 粗糙 子 群 与 模糊 粗糙 子 群 


设 半 是 一 个 半 群 ,R 是 XX 上 的 同 余 关系 , 即 RR 是 满足 如 下 条 件 的 XX 上 的 一 个 
等 价 关 系 : 对 Vx e X,(a,b) e RS(ax,bx) ,(xa,xb) e R. 我 们 以 [ajn 记 a 所 
TE BS R [R]AR 2S. 同 余 关系 尺 决定 了 X 上 的 一 个 近似 空间 (XX,R) ,因此 就 有 了 的 
子 集 的 近似 . 

设 4 是 X 的 任 一 子 集 , 则 R(4) = {x e Xl[x]a SAL, RA) = dx e 
X|[x], NA 01 ,它们 分 别 为 4 的 R- 下 近似 和 R - EEM. 

半 群 XX 上 的 一 个 同 余 关系 R 称 为 是 完备 的 ,如 果 Va,b e X,[a],[5], = 
[ab ja. 

根据 上 近似 集 `、 下 近似 集 的 定义 ,我们 有 下 述 定理 . 

定理 5.1.1 设 R,p,A 是 半 群 X 上 的 同 余 关 系 ,4,B C X, 

(D R(A) CA C R(A); 

(2) R(A U B) = R(A) U R(B); 

(3) R(A N B) = R(4) n R(B); 

(4)A C B= R(A) C R(B); 

(5)AC B= R(A) C R(B); 

(6) R(A U B) 2 R(A) U R(B) ; 

(7) R(A N B) C R(A) n R(B); 

(8)p € A— p(A) 2 A(A); 

(9)p C A p(A) C A(A). 

定理 5.1.2 WE R SERE X E BS[SIZR S AR ALB 是 下 的 非 空子 集 , 则 

R(A) R(B) C R(AB). (5.1) 
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WEBB ” 设 c e R(4) R(B), 则 存在 a e R(A),b e RCB) 使 得 ce = ab. SUE 
在 xe [aje 丫 4,ye [b], NB. 由 RR 是 同 余 关 系 ,xy e [a],[b], € [ab],. IN 
为 xy e 4B, 故 xy e [ab], N 4B, 所 以 c= abe R(AB). 

定理 5.1.3 设 R 是 半 群 X 上 的 完备 的 同 余 关系 ,4,B 是 的 非 空 子 集 , 则 

R(A) R(B) C R(AB). (5.2) 

证 明 类 似 于 定理 5.1.2 的 证 明 , 略 . 

定义 5.1.1 设 R 是 半 群 X 上 的 同 余 关系 ,X 的 非 空 子 集 4 称 为 X 的 一 个 上 
粗 子 半 群 ,如 果 R(4) 是 下 的 子 半 群 ; 江 的 非 空子 集 4 称 为 X 的 一 个 下 粗 子 半 群 ， 
如 果 R(4) 是 的 子 半 群 ;X 的 非 空 子 集 4 称 为 X 的 一 个 粗糙 半 群 ,如 果 R(A4) 与 
R(A) H X FER. 

定理 5.1.4 设 尺 是 半 群 了 上 的 同 余 关 系 ,4,B E X BodEZS T Se LU n iR A 
是 XX 的 一 个 子 半 群 , 则 4 是 的 一 个 上 粗 子 半 群 . 

证 明 ” 设 4 是 XX 的 一 个 子 半 群 , 则 由 定理 5.1.1(1) 有 4 C RA). 由 定理 
5.1.2 及 定理 5.1.1(5), 有 R(4) R(4) C R(AA) C R( A). 这 意味 着 R(A4) 是 无 的 
子 半 群 , 故 4 是 的 一 个 上 粗 子 半 群 . 

定理 5.1.5 设 R 是 半 群 X 上 完备 的 同 余 关系 ,4,8B S X dE T E S , 则 如 
果 4 是 X 的 一 个 子 半 群 , 则 4 是 XX 的 一 个 下 粗 子 半 群 . 

证 明 ” 设 4 是 的 一 个 子 半 群 , 且 RR 是 完备 的 . 则 有 R(4) RCA) C RCA) 
C R(A). 这 意味 着 R(4) 是 站 的 子 半 群 , 故 4 是 X 的 一 个 下 粗 子 半 群 . 

推论 5.1.1 设 R 是 半 群 X 上 完备 的 同 余 关系 ,4 是 X 的 非 空 子 集 ,如 果 4 是 
X 的 一 个 子 半 群 , 则 4 是 了 的 一 个 粗糙 半 群 . 

证 明 由 定理 5. 1.4 和 定理 5.1.5 可 得 . 

下 面 讨论 给 出 群 中 关于 正规 子 群 同 余 的 粗糙 子 群 的 概念 . 

设 X 是 一 个 群 ,N 是 群 * 的 一 个 给 定 的 正规 子 群 ,那么 由 NN 的 互 异 的 陪 集 可 
以 决定 世上 的 一 个 完备 的 同 余 关 系 Ry, BI 

V(a,b) e Rewa e bN (KB bN = Nb) 
H Ry Ef X lg—^7 2:28: U ,xxN. 

定义 5.1.2 设 R 是 群 X 上 的 一 个 同 余 关 系 ,X 的 非 空子 集 4 称 为 X 的 一 个 
上 粗 子 群 ,如 果 R(4) E X BJ TPE X 的 非 空 子 集 4 称 为 X 的 一 个 下 粗 子 群 ,如 果 
R(A) 是 X 的 子 群 ;X 的 非 空 子 集 4 称 为 X 的 一 个 粗粮 子 群 ,如 果 R(4) IRCA) 均 
RXBMTR. 

定义 5.1.3 设 R 是 群 X 上 的 一 个 同 余 关系 ,了 的 非 空子 集 4 称 为 和 的 一 个 
上 粗 正规 子 群 , 如 果 R(4) 是 X 的 正规 子 群 .的 非 空子 集 4 称 为 X 的 一 个 下 粗 
正规 子 群 ,如 果 R(4) 是 七 的 正规 子 群 江 的 非 空子 集 4 称 为 下 的 一 个 粗糙 正规 子 
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群 ,如 果 R(4) SR(A) JE X WERTE. 

定理 5.1.6 设 R, 是 由 群 X* 上 的 一 给 定 的 正规 子 群 N 所 决定 的 一 个 完备 的 
同 余 关系 ,4 ER X BS E— TRE, HL N C 4, 则 4 是 的 粗糙 子 群 , 即 Rv(4) 与 
R,CA) 均 是 六 的 子 群 . 

证 明 (1)4 JE X STRE, H EBES L2, R.CA) R,(A) € RíCA). 

X Vye RW(4), 因 [y] = yN,yN n A x O,ll] 3z e yN n A.B z e yN, 
zeA Biz e JyN, 则 3geN, 使 得 z= yg Amz" = (ye) = 8 Y EN 
= 7yN, 由 ze4,4 是 并 的 子 群 , 则 zs4, 故 zsy na4, 故 y e RA), 
因而 ,Rv(4) 是 X 的 子 群 . 

(2)4 Ë X BTE BRE S. 1.3, R, CA) Ry(4) C RD. 

X Vy e Ru(4), 因 [y] = yN, 则 yN C 4, 于 是 ,y e A, ii A J& X BT REL AK 
y'eA.BNCA,TR,y NGAACA. EX SILy! ] =y N, Wy] C 4, 从 
fy" e Ruv(4). BR CA) 是 X 的 子 群 

很 容易 得 到 下 面 的 推论 . 

推论 5.1.2 设 R, 是 由 群 * 上 的 一 给 定 的 正规 子 群 和 NN 所 决定 的 一 个 完备 的 


同 余 关系 ,4 R X EFR, BN C 4, 则 Ry(4) / R, RUD | R, 均 是 


xX/ n, 的 子 群 ， 

定理 5.1.7 设 R, 是 由 群 X 上 的 一 给 定 的 正规 子 群 N 所 决定 的 一 个 完备 的 
同 余 关系 ,4 是 群 * 的 任 一 正规 子 群 , 且 N C 4, 则 4 是 X 的 粗糙 正规 子 群 , 即 
R,(A) SR) HIE X ERF. 

证 明 (1) 由 定理 5.1.6 已 知 Rv(4) 是 的 子 群 . 以 下 只 需 证 :Yx e X,y e 
R,CA) JE x^ yx e R,(A). 

i3 E [y] nA = yN n A Z 0,WlZgTEz e yN n A,Bl z e yN,z e A. 
因 EIESUERE W Iz ex (yN) = (x yx)N. 因 4 是 正规 子 群 ,x zx e A, 
于 是 ,zz e (x yx)N N A, BB[x yx] N A =Ø, W) x yx e R,(A). 所 以 ， 
R (A) E X WERTE. 

(2) 下 证 Ry(4) 是 下 的 正规 子 群 

Vy e RA) ,x e XU Ly] = yN C Ait y e AAEIEBUT RE My” e A, 
AA C AR N C A (^! yx) N C AA C A, Bl yu] C 4. 因而 ,x yx e R,(A). B 
以 R,(4) ÈX WERTH. 

很 容易 得 到 下 面 的 推论 . 
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推论 5.1.3 设 R, 是 由 群 X 上 一 给 定 的 正规 子 群 N 所 决定 的 一 个 完备 的 同 
RARA 是 群 的 任 一 正规 子 群 , 且 N C 4, 则 Ry(4)/ Ry 与 (4) / R, 均 是 
X| n, WERTH. 

定义 5.1.4” 设 R 是 群 X 上 的 一 个 同 余 关系 ,XX 的 模糊 子 集 4 称 为 X 的 一 个 
模糊 上 粗 子 群 ,如 果 R(4) 是 X 的 模糊 子 群 ;xX 的 模糊 子 集 4 称 为 X 的 一 个 模糊 下 
粗 子 群 ,如 果 R(4) 是 X 的 模糊 子 群 ;X 的 模糊 子 集 4 FIO X (0 — BORDURE T. 
群 ,如 果 R(4) 与 R(4) 均 是 工 的 模糊 子 群 . 

定义 5.1.5 设 R 是 群 X 上 的 一 个 同 余 关 系 ,的 模糊 子 集 4 称 为 X 的 一 个 
模糊 上 粗 正规 子 群 ,如 果 R(4) 是 全 的 模糊 正规 子 群 ;X 的 模糊 子 集 4 称 为 X 的 一 
个 模糊 下 粗 正规 子 群 ,如 果 R(4) 是 X 的 模糊 正规 子 群 ;xX 的 模糊 子 集 4 称 为 X 的 
一 个 模糊 粗糙 正规 子 群 ,如果 R(4) 与 R(4) 均 是 X 的 模糊 正规 子 群 . 

定理 5.1.8 设 R, 是 由 群 X 上 的 一 给 定 的 正规 子 群 N 所 决定 的 一 个 完备 的 
同 余 关 系 ,4 是 群 忒 的 任 一 模糊 子 群 , 则 4 E X 的 模糊 粗糙 子 群 , 即 Rv(4) 与 
R,CA) 均 是 的 模糊 子 群 . 

证 明 ”由 4 是 X 的 模糊 子 群 知 ,VA e [0,1],4,,4, 是 的 子 群 ,由 定理 
5.1.6 TTIR, (A), R,CA,) Æ X BF BE, 再 由 引 理 4.2.1 S (R,(A)), 

= R(A)) 与 (Rs(4)),( = Rw(4,)) 都 是 X 的 子 群 ,由 模糊 集 的 分 解 定理 及 
模糊 子 群 的 性 质 知 Rv(4) 与 Re(4) 均 是 X 的 模糊 子 群 , 即 4 是 X 的 模糊 粗糙 子 
BE. 

EE5.1.9 WR, 是 由 群 X 上 一 给 定 的 正规 子 群 W 所 决定 的 一 个 完备 的 同 
余 关系 ,4 是 群 X 的 任 一 模糊 正规 子 群 , 则 4 是 X 的 模糊 粗糙 正规 子 群 , 即 R,( 4) 
与 Rv(4) 均 是 无 的 模糊 正规 子 群 

证 明 ”由 4 是 X 的 模糊 正规 子 群 知 , VA e [0,1] ,4, ,4, 是 X 的 正规 子 群 ， 
由 定理 5.1.7 可 得 Ry(4,), Ry(4，) 是 的 正规 子 群 , 再 由 引 理 4.2.1 知 
(R,CA)) Cs Rs(4,)) S(R,(A)),( = R,(A,)) 都 是 X 的 正规 子 群 ,由 模糊 
集 的 分 解 定理 及 模糊 正规 子 群 的 性 质 知 Rv(4) 与 Rv(4) 均 是 X 的 模糊 正规 子 
群 , 即 4 E X 的 模糊 粗糙 正规 子 群 . 


85.2. 和 群 中 的 粗糙 子 群 的 性 质 与 同 态 


群 中 关于 正规 子 群 同 余 的 粗糙 子 群 有 着 很 好 的 特殊 性 质 . 
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性 质 5.2.1 设 妃 和 是 群 工 的 正规 子 群 ,4 JE RE X 的 任 一 非 空 子 集 , 则 
R,a (A) = R,CA) N R, (A). (5.3) 
证 了 明 Ea, HAMNER X BJ E MU T EE. H Q N 也 是 群 工 的 正规 子 
Bi. 


Vc e Rann(h) 
ec(HnN)nAsz$ 
€ jJaec( HAN) nA 
ca e c(l HAN) HaeA 
a e cH,a e A, Hae cN,ae A 
eH nr AZ @ ReN n A Z 0 
exc e R,(A) B c e R,(A) 
exc e R,(A) N R,CA). 
所 以 ,Ronw(4) = R, N RO). 
性 质 5.2.2 WE H LN 是 群 X 的 正规 子 群 ,4 是 群 忒 的 任 一 非 空 子 集 , 则 
R,. (A) = R,CA) N R,(A). (5.4) 
WE BÀ Vc e R,í,CA) 
ec(H n N) CA 
cH CARH«cNCA 
ce R,(A) B c e R,CA) 
€xc e R,CA) N R, (A). 
所 以 ,Runw(4)》 = Ry N RL (A). 
注意 到 , 设 且 和 VN 是 群 X 的 正规 子 群 , 则 HN 也 是 群 X 的 正规 子 群 . 所 以 我 们 
可 以 考 虚 后 的 任 一 非 空 子 集 4 的 上 近似 集 、 下 近似 集 Ryn(4) 和 Rs(4). 
性 质 5.2.3 VE H UN JE BE X 的 正规 子 群 ,4 是 群 X 的 任 一 子 群 , 则 
Ri(A) R.CA) C RA). (5.5) 
证 明 Vee R,CA) R,CA) Jl 3a e R,(A) ,be Rv(4) 使 得 ce = ab. FÆ, 
Jx,y e 六 使 得 x e aH n A,y e bN n 4. 从 而 ,x e aH,y e bN,x e AHy e A. 
HT H EEH, y e (aH)(bN) = a(Hb)N = a(bH)N = (ab)(HN) = 
cC HN). HA E PE X BT BE xy e 4. 所 以 ,xy e cHN NA. Bl c e Row(4). 所 以 ， 
R,(A) R(A) C RA). 
TERR 5.2.4. 设 五 入 是 群 X 的 正规 子 群 ,4 是 群 X 的 任 一 子 群 , 则 
RA (A) C R,(A)N N R.(A)H (5.6) 
证 明 Yee RAGA), 3x e X84881 e cHN C A. FÆ, x e cHN B x e A. 
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于 是 , 3a e H,b e N, 使 得 x = cab. A 8H,N 是 群 X 的 正规 子 群 ,a” ee HH" 
€ N,x = cab e cHb = cbH. 因而 x e cbH n A. 这样,cb e R,(A). 因此 ,c e 
R,(A)b'' C R,(A)N. 

类 似 地 ,ce e R,CA)H. 因此 ， 

RA (A) € R,(A)N N R(A)H 
性 质 5.2.5 RH VN EBE X 0D E BUT BELA 是 群 X 的 任 一 非 空 子 群 , 则 
R,CA) R.CA) € R, (A). (5.7) 

证 明 Ve e R,(A) R,(A), W 3a e R,(A),b e R,CA) 使 得 ce = ab. 于 
E aH C A,bN C A. WHER X BOTE HUT- RE LA ER X PR, W| 

(ab)HN = (a(bH))N = (a(Hb))N = ((aH)b)N = (aH)(bN) C AA C A. 

所 以 ,ec = ab e RCA). BMR (A) RJCA) C Ry (A). 

以 下 讨论 群 中 的 粗糙 集 的 有 关 同 态 问题 . 根据 代数 学 中 群 的 第 二 同 构 定理 ， 
我 们 有 下 述 定理 . 

定理 5.2.1 WER X, ERE X, 上 的 一 个 满 同 态 ,kerf C N, H N Ë X, tfj 
正规 子 群 ,对 于 X, 的 任 一 非 空子 集 A , 则 

(1) f(R,(A)) € Ry GC) ) , (5.8) 

(2) f(R,(A)) = Rw GC ). (5.9) 

证 明 (1) Ya e Rs(4), 则 [a] = aN C A. Aii (Lal) = f(aN) = 
KORN) C JU). XUB JG) (N) eX/AN). 因此 ,f(a) e Ry GU). B 
f(R,(A)) C Ry (/(A)). 

(2)Va e R,(A)e[a] n A * Gef((a] n A) = f((a]) AKA) # 0 
SADAN) n AA) * 0ef(a) e Rom(f(4)). 因此 ,f( R,(A)) = 
Ram (f(A)). 

注 ”结论 (1) 不 能 取 为 等 号 , 即 f( RW(4)) 2 Ras GOD) ,一 般 是 不 成 立 
的 . 例如 ,置换 群 X = 1(1) ,(123),(132) ,(12) ,(13) ,(23)| 到 关于 普通 乘法 
的 群 X = |1, - 11 间 的 一 个 映射 p: X, 9 X, 8 (1) 一 1,(123) 一 1,(132) 
—1,(12) 2- 1,(13) 一 -1,(23) 5 - 1 EBE X, SIRE X, 上 的 一 个 满 同 态 , 且 
N = 10D,(123),(132)1 = kef È X, WERTE. ATX /N = IN, 
(12) NI. 


而 /AN) = xf s LE 11 4 4 = 10), 022), 032), 
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(12) ,于 是 , Rv(4) = N, 故 ,KR(4)) = dI øA) = 11, -1 ,从 而 ， 
Raw (/(A)) = |l, 一 11, 即 A RW(4)) 2 Rw GOD) 是 不 成 立 的 . 

定理 5.2.2 Wf REX, 到 群 X 上 的 一 个 满 同 态 ,kerf C N, HN J X, ñB 
正规 子 群 ,对 于 和 的 任 一 正规 子 群 4, 且 NESE4, 则 

(1) X,/ RA) = X,/ Rw (CA) ). (5. 10) 

(2) 映射 5: a RCA) 一 f(a) Ray f A) Æ X, / RA) 到 XX/ Ran GG) 
的 满 同 态 . 

证 明 (D Iker CNC4GCR,(4), 且 4 是 X, 的 正规 子 群 ,由 定理 5.1.7， 
R,(4) E X, 的 正规 子 群 ,根据 群 的 第 二 同 构 定 理 及 定理 5.2.1(2) 有 X,/R,(4) 
= X,/ Ras (f(A)). 

(2) 我 们 首先 证 明 : 映 射 @: bf( Rw(4)) >b R, (/(A)) È X,7f(R,(A)) 
8| X,/ Ry (f(4)) 上 的 一 个 满 同 态 . 

事实 上 , 因 kef C A, M] kerf C R,(4), 且 Rs(4) Æ X, 的 正规 子 群 , 则 
f(R,(A)) 是 XX IE BL f Ë. 又 由 定理 SOL LORD). € Ru GOD) B 
Row CA) ) J& X, 的 正规 子 群 , 则 /(R,(4)) 是 Riw(f( 4)) 的 正规 子 群 , 故 

Rw (00) = LU SL SRA) 

这 意味 着 四 是 一 个 满 射 . 于 是 ， 0 

@$[(b/(R,(A)))(b/(R,(A)))] = bib, Rw (FCA) ) 
= (b, Ra (/(A)))(b, Ra (/(A))) = @(bJ/(R,(A)))@(b,/(R,(A))) 
故 bf Rw (A)) => b R, SCA) )  X,7/f(R,(A)) 8 X7 Ran CA) ) 的 满 同 


< 


其 次 , 因 keyf C N C A, Wl ker C Rw(4) HR CA) E X, 的 正规 子 群 . 于 是 
由 群 的 第 二 同 构 定理 知 ,a Rv(4) 一 /a)f( R,(A)) 是 所 ARv(4) 到 
X/ Rey QUA) ) 间 的 同 构 . 8k £C = y) :a RC) — fa) Ra (J(4)) E X, 
R,CA) 8 X,/ Ram CC) ) 的 满 同 态 


85.3 半 群 中 的 粗 素 理 想 与 模糊 粗 素 理想 


定义 5.3.1 设 RR 是 半 群 S$ 上 的 同 余 关系 ,S 的 非 空 子 集 4 称 为 $S 上 的 上 粗 
左 ( 右 , 双 侧 ) 理想 ,如 果 R(4) Æ S 的 左 ( 右 , 双 侧 ) 理想 ;5 的 非 空子 集 4 称 为 
上 的 下 粗 左 ( 右 , 双 侧 ) 理想 ,如 果 R(4) 是 5 的 左 ( 右 , 双 侧 ) 理想 . 双 侧 理想 简 
称 为 理想 . 
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定理 5.3.1 设 只 是 半 群 S 上 的 同 余 关系 , 若 $ 的 非 空子 集 4 是 $ 的 左 ( 右 ， 
双 侧 ) 理想 , 则 

(1)4 是 5 的 一 个 上 粗 左 ( 右 , 双 侧 ) 理想 ; 

(2)4 是 S 的 一 个 下 粗 左 ( 右 , 双 侧 ) 理想 . 

证 明 ”只 证 (1) ,(2) 的 证 明 类 似 

(1) 设 4 是 5 的 一 个 左 理想 , 则 54 C 4 ,注意 到 R(S) = S, 则 有 SR(4) = 
R(S) R(A) C R(SA) C R(A) ,所 以 R(4) 是 5 的 左 理想 , 即 4 是 5 的 一 个 上 粗 左 
mm. 同 理 可 证 上 粗 右 理想 和 上 粗 双 侧 理想 情况 . 

推论 5.3.1 设 R 是 半 群 S 上 的 同 余 关 系 ,车 5 的 非 空子 集 4 是 5 的 左 ( 右 ， 
双 侧 ) 理想 , 则 


(1) RR(4)/S 是 S/R 的 一 个 左 ( 右 , 双 侧 ) 理想 ; 


(2) RCA) /Ss 是 S/R 的 一 个 左 ( 有 , 双 侧 ) 理想 ， 


定义 5.3.2 ” 设 R 是 半 群 S 上 的 同 余 关 系 ,5 的 模糊 子 集 4 称 为 $ 的 模糊 上 
粗 左 ( 右 , 双 侧 ) 理想 ,如 果 R(4) 是 5 的 模糊 左 ( 右 , 双 侧 ) 理想 ;5 的 模糊 子 集 4 
称 为 5 的 模糊 下 粗 左 ( 右 , 双 侧 ) 理想 ,如 果 R(4) E S 的 模糊 左 ( 右 , 双 侧 ) 理想 
. 模糊 双 侧 理 想 简称 为 模糊 理想 . 

定理 5.3.2 ” 设 R 是 半 群 5S 上 的 同 余 关系 ,4 是 5 的 模糊 子 集 , 若 4 是 3 的 
模糊 左 ( 右 , 双 侧 ) 理想 , 则 

(1)4 是 S 的 一 个 模糊 上 粗 左 ( 右 , 双 侧 ) 理想 ; 

(2)4 是 S 的 一 个 模糊 下 粗 左 ( 右 , 双 侧 ) 理想 . 

证 明 ”只 证 (1),(2) 的 证 明 类 似 . 

设 4 是 5 的 模糊 左 理想 , 则 VA e [0,1],4, 是 5 的 一 个 左 理想 ,从 而 R(4, ) 
= (R(A)), E S 的 左 理想 ,由 定理 4.2.2 知 R(4) 是 5 的 模糊 左 理想 , 即 4 是 5 
的 模糊 上 粗 左 理想 . 同 理 可 证 模糊 上 粗 右 理想 及 模糊 上 粗 双 侧 理想 的 情况 . 

定义 5.3.3 设 尺 是 半 群 S 上 的 一 个 同 余 关 系 ,4 是 $ 的 非 空子 集 ERA) 
是 S 的 一 个 素 理想 , 则 称 4 是 S 的 下 粗 素 理想 . 

定理 5.3.3” 若 4 是 半 群 5 的 素 理想 ,R 是 S$ 上 的 一 个 同 余 关系 , 则 4 是 5 的 
下 粗 素 理想 . 

证 明 ”由 4 是 半 群 5 的 理想 , 则 4 是 5 的 下 粗 理想 . 

Vx,y e S,xy e R(A). BP[xy]s C A, X.[x] [y], € [xy] k [z], [y], € 
A. 假设 x e R(A) Hy e R(A),BJ[<x], £ AB[y), ZAW Fx’ e [x], Bx € 
A,3y' e [y], fB y' g A.B x'y' e [x],[y], EC4, 由 4 是 素 理想 知 x' e 4 或 
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y e 4, 与 上 述 矛 盾 . 故 x e R(A) Ry e R(4), 即 4 是 S 的 下 粗 素 理想 . 

定义 5.3.4 ” 设 R 是 半 群 S 上 的 一 个 同 余 关系 ,4 是 5 的 非 空子 集 ,R(4) 是 
S 的 一 个 素 理想 , 则 称 A 是 S 的 上 粗 素 理想 . 

下 述 例 5.3. 1 说 明 半 群 中 的 素 理想 不 一 定 是 上 粗 素 理想 . 

例 5.3.1 设 $ = la,b,c,d| 是 一 个 半 群 ,运算 由 表 5. 1 定义 ,S 上 的 同 余 关 
系 尺 所 决定 的 同 余 类 为 jal ,fcl ,15,d| , 则 对 4 = {dl ,RCA) = 15,di. 显 然 4 
E S 的 素 理想 . R(A) 是 5 的 理想 ,但 ac = b e R(A),ae R(A),c e R(A) , 故 
R(A) 不 是 素 理想 . 


表 5.1 

一 一 一 一 一 一 一 一 一 

a b c d 

a a b b d 
-十 | 

b b | b b d 

] T 
c b b b d 
d d d d d 


但 我 们 将 条 件 加 强 , 可 以 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 5.3.4 设 尺 是 半 群 S$ 上 的 一 个 完备 同 余 关 系 , 若 4 是 S 的 素 理想 , 则 
AR SR) LEX. 

证 明 由 4 是 5 的 理想 , 则 R(4) 是 S 的 理想 . 

Vx,y e S,xy e RCA), Bl [xy], NA x 8, 又 4 是 完备 同 余 关 系 , 故 
[x] [Ly], N45, 所 以 3a'y' e [sz] [yle P x! e lele y e [y], , B 
x'y' e 4. 由 4 是 素 理想 , 则 x' e 4 或 e A. Sx e ABE x e [x], n A, Bx] 
QA 0, Axe RO), M» e [y] Bh e [y], n A.B [Dy] Q A 2 0, 
而 y e R(A). &kRCA) 是 素 理想 , 即 4 是 5 的 上 粗 素 理想 . 

由 上 述 两 个 定理 知 , 当 4 是 半 群 $ 的 素 理想 时 ,由 完备 同 余 关系 R 决定 的 
R(A) ,RCA) 均 是 $ 的 素 理想 ,此 时 我 们 称 4 为 粗 素 理想 . 但 反之 , 当 R( 4) ,R(A) 
均 是 S 的 素 理想 时 , 理想 4 却 不 一 定 是 S 的 素 理想 . 由 下 述 例 5.3.2 可 以 说 
明 . 

例 5.3.2 WES = 1a,b,c,d| 是 一 个 半 群 ,其 上 运算 由 表 5-2 定义 ,S 上 的 完 
备 同 余 关系 R 所 决定 的 同 余 类 为 [a,8,c| ,ial , 则 对 4 = [a.d] ,RCA) = ddl, 
R(A) = {a,b,c,d. | 显然 4,R(4) ,R(4) 均 是 5 的 理想 , 且 R(4) ,R( A) 都 是 5 的 
素 理想 ,但 bg =a e A,b eg A,c e 4, 故 4 不 是 5 的 素 理 想 . 
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表 5.2 
a b c d 
a |. a a a d 
EE 
b a b a d 
C a a c d 
d d d d d 


设 R 是 半 群 S 上 的 同 余 关系 ,在 商 半 群 S/R 中 ,5 的 子 集 4 的 上 近似 、 下 近似 

可 以 表示 如 下 : 
R(A)/R = IX e S/RIX CA], (5. 11) 
R(A)/R = IX e S/R|X n A > 9j. (5.12) 

338 5.3.5 设 R 是 S$ 上 的 完备 同 余 关系 ， 

(1 #A C 5 是 5 的 下 粗 素 理想 , 则 R(4)/R 是 S/R 的 素 理想 ; 

(2) 若 4 CS 是 5 的 上 粗 素 理想 , 则 R(4)/R 是 S/R 的 素 理想 . 

证 明 (1) 由 4 是 5 的 下 粗 理想 知 R(4)/R 是 的 S/R 理想 
Vx]. [x]a e S/R,[xz] [y], = [xy], e R(A)/R, 即 [xy]Js € A, SE xy e 
R(A) ,由 4 是 素 理想 知 R(4) 是 素 理想 , 故 x e R(A) 或 ye RC ,从 而 [xj]x C 
Axk[y], C 4, 即 [xz]。 e RCA)/R [y], e RCA)/RSERCA) /R E S/R 的 素 理 

(2) 同 理 可 证 R(4)/R 是 S/R 的 素 理想 . 

下 面 给 出 半 群 中 的 模糊 粗 素 理想 的 概念 和 性 质 . 

定义 5.3.5 设 尺 是 半 群 S 上 的 一 个 同 余 关 系 ,$ 的 模糊 子 集 4 称 为 模糊 下 
粗 素 理想 ,如 果 R(4) E S 的 模糊 素 理想 ;4 称 为 S 的 模糊 上 粗 素 理想 ,如 果 R(4) 
是 S 的 模糊 素 理想 . 

定理 5.3.6 设 R 是 S$ 上 的 同 余 关系 ,YA e [0,1], 则 : 

(1)4 ÉE S 的 模糊 下 粗 素 理想 —A, 是 5 的 下 粗 素 理想 ; 

(2)4 是 S 的 模糊 上 粗 素 理想 o4, 是 S 的 上 粗 素 理想 . 

证 明 ”由 引 理 4.2.1 很 容易 得 知 此 结论 . 

定理 5.3.7 设 R 是 半 群 S$ 上 的 同 余 关 系 ,车 4 是 5 的 模糊 之 理想 , 则 : 

(1) R(A) È S 的 模糊 素 理想 ; 

(2) 当 R 是 S$ 上 的 完备 同 余 关 系 时 ,R(4) 也 是 5 的 模糊 素 理想 ,此 时 称 4 为 
S 的 模糊 粗 素 理想 . 
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证 明 ”由 4 是 5 的 模糊 素 理 想 知 ,4, ,4,(A e [0,1]) 都 是 $ 的 素 理想 . 
(1) 由 定理 5.3.6 知 R(4,) 是 5 的 素 理想 ,又 由 引 理 4.2.1 有 (R(4))、= 
R(A,) ARCA) 是 S 的 模糊 素 理想 . 
(2) 由 定理 5.3.6 知 R(4，) 是 5 的 素 理想 ,又 由 引 理 4. 2.1 有 [R(A)), = 


R(A,) , 故 R(4) E S 的 模糊 素 理想 . 

下 面 我 们 讨论 同 态 问题 

引 理 5.3.1 设 / 是 半 群 S 到 半 群 了 的 一 个 满 同 态 R 是 半 群 了 上 的 同 余 关 
系 , 则 : 

(DR, = 1G) e Sx S| GG ) ,f(x,)) E R,| 是 半 群 S$ 上 的 同 余 关 系 ; 
f 是 单 射 时 , 若 R, 完备 , 则 R. 完备 ; 


(2) KR(OD) = R,GOD) (5.13) 
(3)/(R,(A)) € R, OCA) ) /是 单 射 时 有 
f(R,(A)) = R,(/(A)). (5.14) 


证 明 (1) 显然 R 是 半 群 S 上 的 同 余 关系 . 

若 /是 单 射 时 , Ye’ e xx Ia MA) e Dnm) a =L) le AC) la 
于 是 If) e UG la FG) € UG) le f) = ffo) = f(x, 
x1) bx! e D da ox e [da sn = xixi, Wx e C da Ds D, BL], S 
Lx J [x li EMLi le 2 [rle lale PBLz x a = [x Je Cele oT 
得 R. 是 完备 同 余 关系 . 

(2) FEWER ACR, (A)) = R,(f(4)). 

Vy ef(R(A)), 3x e RI(A) ,f(x) = y. Fx], nA» 0,8 3x' e A, 
Hx e [x14 从 而 f(x') e fA) ,f(x') e [fx) T4, N 14, 0 KA) = 9, 
即 y = /(x) e RUD). BRZ, Vy e RUCGDD 3x e fa) = y. by], 
AA) =Ø, 3y' e (A) y! e [y], HIA Ix’ e AG!) = y' JA f(x") e 
[f(x) ]n,, 可 得 到 x' e [x] B! e [z], Q AL BERT E e Ri(4) ,所 以 y = 
Kax) e /( Ri(4)). 综 上 所 述 知 ,等 式 成 立 . 

(3) Vy e KR.) Jx e RD az) = ya, S A. 

Yy’ e [yle 3s e S(7) =y Bf) e fa) ] A e [x]n,, 故 
x e Ay! = f(x!) e fL) BU], C f(A) Bl y e R,(/(A)) 8k f(R,(A)) € 
R.(/(A)).f ERAR, Vy e ROC) S ds e Sf(x) = y, [f(x)]n, € 
fKA)2Vx' e [xla fx) e Lféx)],, S f(A) ax! e AS[x],, € Ax e 
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R,(A) ey = f(x) eAR(4)) 故 KR(4)) 2 R,UUD) ,从 而 Ri(4)) = 
R, (CA) ). 

定理 5.3.8 设 / 是 半 群 $ 到 半 群 了 的 一 个 满 同 态 ,R, 是 半 群 上 的 完备 同 
余 关系 ,4 是 $ 的 任意 子 集 , 若 R = [oo) e Sx Sl (Gf) e Rl, 
则 : 

(1) R (A) Æ S 3838 e R,C/CA)) 是 了 的 理想 ; 

(2) R (A) 是 5 BJ BAB o R,(/(A)) 是 了 的 素 理想 . 

证 明 (1)( 必 要 性 ) HR CA) E S 的 理想 知 ,S Ri(4) C Ri(4) ， 

ACSR (A)) C fU, (4)). 由 /是 满 同 态 可 得 ,TCR (CA) ) CAR CA) ) ,由 
8|385.3. 1 I T R,C/(A)) € R,CCA)) FERT AER, (/(A) ) T C R,(/(A)) ,所 以 
R,(CA) ) 是 7 的 理想 . 

(充分 性 ) 对 于 Vx e S, Vx! e R, (A) ,由 R,(f(4)) 是 7 的 理想 , 则 

fix) e ASR(A)) = TROUD) C R,(/(A)) = f(R,(A)) i 3x, e 
六 (4) f(x) = f(x.) , 则 [xun4 关 gxo e D] FEl] NAZO, 
从 而 xx' e R CA) , 故 SR CA) C R, (A). FIER, (A) S C R, (A) GR, CA) 是 5 的 
理想 . 

(2) (必要 性 ) HARAR C/CA) ) 是 了 的 理想 . 

Vyoy e T, 3x, e Sfx) = yf Gon) = y yy e RC) ) , MI 

[fG G5) le NAA) 9 0,X R, ZRN) Te LAG) la, NAA) 2 
8 ,所 以 IA) e [/(x,)], IK) e UG Da KD fog) = ft) e 
KAJ, EE x e [x] € [x]g 3x e AJ(x) = fisi), 从 而 xix; e 
[x da Do], = Dx da ,可 知 [xzz]a = Dm a, X x e 4, 且 由 等 价 定义 知 
x € [ajx], Bx e [xx da, NADA y, m f(x.) e f(R,.(A)) = ROCA), 
By, = f(x.) e AR A)) = RUD) ER, (ACA) ) 是 了 的 素 理想 . 

(必要 性 ) 由 前 述 知 R, (A) 是 S 的 理想 . 

Vrn e Xxx, e RD, W fux). = f(x.)/(x,) € fAR(A)) = 
R,(f(A)), Br RGCICA)). 是 素 理想 ,可 得 Kx) e AR(4)) 或 f(x1) € 
FOOD) ,于 是 ,jz e RD KG) = f(x.) R 3x4 e RD Gg) = f(x.) , 
Amix lea Q A @,x/ e Dx 1g Rix] 0A Ø, e [xs 从 而 [x lr, 
nA 0 3&[x,] a NA # Øx, e Ri(4) 或 +, e Ri(4), 故 R,(4) ES MRH 
相 


定理 5.3.9 设 / 是 半 群 S 到 半 群 7 的 一 个 同 构 ,R, 是 半 群 了 上 的 完备 同 余 
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关系 ,4 是 3 的 任意 子 集 , 若 R， =|) & SxS|(f(x) ,f(x,)) e REB 
R,CA) 是 $ 的 ( 素 ) HA o R,(/(A)) 是 了 的 ( 素 ) 理想 

证 明 ”由 引 理 5.3.1 AD f(R,(A)) = R (ACA) ) , 故 类 似 定理 5.3.6 可 得 
证 . 

显然 在 商 半 群 中 有 下 述 的 推论 成 立 . 

推论 5.3.2 ” 设 / 是 半 群 S 到 半 群 7 的 一 个 同 构 ,R, 是 半 群 了 上 的 完备 同 余 
关系 ,4 是 5 的 子 集 , 若 R = |a) e SxS|QG fo) e RI, JU 
R, CA) /R, CR, CA) /R,) T S/R, BCR) HA © R, (ACA) )/R, (R, (f(A) )/R,) 是 
T/R, 的 ( 素 ) 理想 .- 

可 将 定理 5.3. 8 和 定理 5. 3. 9 推广 到 模糊 集 . 

定理 5.3.10 i? f CERES 到 半 群 了 的 一 个 满 同 态 LR, 是 半 群 了 上 的 完备 
同 余 关系 ,4 是 3 的 模糊 子 集 , 若 R = (s) e Sx S| GG) f(x)) e Ry, 
则 : 

(1) R CA) 是 S 的 模糊 ( 素 ) 理想 eo (R,(/(A)) 是 了 的 模糊 ( 素 ) 理想 ; 

(2)f 是 单 射 时 ,R,(4) 是 S 的 模糊 ( 素 ) UR e» R,(/(4)) J& T BERE GRO) 
m. 

证 明 (1) RICA) 是 5 的 模糊 ( 素 ) 理想 e (R.(A)), E S 的 普通 ( 素 ) 理 

由 引 理 4.2.1 得 (R,(4))，= Ri(4,), 又 由 定理 5.3.8 知 其 等 价 于 
R,(/(4,)) 是 了 的 普通 ( 素 ) 理想 . Vy e (A LRL Jx e AG) = y,A(x) > 
AA V AGO > A, 即 FA)(7) > A ly e (4)) ,显然 反之 也 成 立 , 故 
KA) = (ID), RCOCA)),) 是 了 的 普通 ( 素 ) 理想 . 

由 引 理 4.2.1 知 ,Ri((f1(4)),) = (R,(/(A))),@ R,(/(A)) 是 7 的 模糊 
(GE) 理想 . 

(2) 由 引 理 5.3.1,f 是 单 射 时 /(Ri(4)) = ROCA) ) ,类 似 (1) 可 证 . 

推论 5.3.3” 设 /是 半 群 5 到 半 群 7 的 一 个 同 构 ,R, 是 半 群 上 的 完备 同 余 
关系 ,4 E SHAMTE, ER = Gum) e Sx S| QGJG)) e RI 
R, (A) /R, CR, CA) /R,) 是 S/R 的 ( 索 ) HA e> R,(/(A)/R,(R,(f(A))/R,) 是 
T/R, 的 ( 素 ) 理想 . 


第 六 章 MRA ARER E BA OK 5 RAEE 149 


第 六 章 ”粗糙 环 、. 粗 糙 理 想 、 模 精 
粗糙 环 与 模糊 粗糙 理想 


$6.1 粗糙 子 环 与 模糊 粗糙 子 环 


粗糙 子 群 的 许多 结论 我 们 可 以 很 容易 地 推广 到 环 中 . 

WX, +,…,7) 是 一 个 环 ,1 是 环 X 的 一 给 定 的 理想 . 则 由 1 可 以 决定 一 个 

上 的 完备 的 同 余 关 系 R,, Bl 
V(a,b) e R,=sa — b e I. 

定义 6.1.1 设 尽 是 环球 上 的 一 个 同 余 关 系 , 丰 的 非 空子 集 4 称 为 下 的 一 个 
上 粗 子 环 ,如 果 R(4) 是 艺 的 子 环 这 的 非 空子 集 4 称 为 在 的 一 个 下 粗 子 环 , 如 果 
R(A) 是 下 的 子 环 ;这 的 非 空子 集 4 称 为 X 的 一 个 粗糙 子 环 ,如果 R(4) 与 R(4) 均 
EXTA. 

定理 6.1.1 设 R 是 环 X 上 给 定 的 理想 1 所 决定 的 完备 的 同 余 关系 ,4 是 环 
于 的 任 一 子 环 , 则 4 是 下 的 粗糙 子 环 , 即 ,Ri(4) 与 R(4) JE X BJ TM. 

证 明 4 是 的 子 环 , 即 (4, +) 是 (X, +) 的 子 群 ,是 (4,.) OG ) 的 子 
半 群 . 则 (Ri(4), +) 和 (Ri(4)，+) 均 是 (X, +) KFR, B (R,(A), -) 和 
CRICA), O FECX, -) FERE. 又 由 于 运算 封闭 及 分 配 律 自然 保持 ,所 以 Ri( 4) 
SRA) HE X B) + E. 

推论 6.1.1 设 R, 是 环 X 上 的 给 定 的 理想 1 决定 的 一 个 完备 的 同 余 关 系 ,如 
A FÈ X KFIR MIRCA) | R, SR,(A) / R, 3938 XÍ R, 的 子 环 。 

定理 6.1.2 设 R, 是 环 X 上 的 给 定 的 理想 1 决定 的 一 个 完备 的 同 余 关 系 ,如 
果 4 是 X 的 一 个 左 ( 右 , 双 侧 ) 理想 , 见 1C 4, 则 R,(4) SR,(A) HE X 92 Cs, 


双 侧 ) 理想 。 
WEB] 设 4 是 X 的 左 理想 , 则 (4, +) (X, +) 的 子 群 , 且 XA C X, dE RE 
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5.1.2 及 定理 5.3.1 知 ,(R,(4) ,+) 及 (R,(4) ,+) 是 (X,+) WFR, EE X RA) 
C R,(A) ,所 以 Ri(4) 均 是 X 的 在 理想 . 同 理 证 明 右 理想 和 双 侧 理想 的 情况 。 
推论 6.1.2 设 R, 是 由 环 X¥ 上 的 给 定 的 理想 1 决定 的 一 个 完备 的 同 余 关系 ， 


如 果 4 是 天 的 一 个 左 ( 右 , 双 便 ) 理想 , 见 1C 4, 则 RR(4) / R, 与 Ri(4) | R, $9% 


X/R, 的 左 ( 右 , 双 侧 ) 理想 . 

类 似 群 中 的 粗糙 集 的 有 关 同 态 问题 , 环 中 也 有 下 述 定理 . 

538 6.1.3. 设 f 是 环 X, 到 环 X, 上 的 一 个 满 同 态 ,kerf CG I, B. 1 E: X, 的 理 
XT X, 的 任 一 非 空子 集 4, 则 

(1) f(R,(A)) € Ran (f(A4)), (6.1) 

(2) f(R,(A)) = Ry (CD). (6.2) 

X386.1.4. HAER X, 到 环 X, 上 的 一 个 满 同 态 ,kexc 1, EL ! E X, 的 理 
想 , 对 于 XX 的 任 一 理想 4, 且 7S4, 则 

(1) X,/ R(A) = X,/ Rap (GA) ). (6.3) 

(2) BAZ: a RCA) 一 Ka) Ry fC A) Ë X / RD) 到 XX/ Ron GCA) ) 的 
满 同 态 . 

推论 6.1.3 ESEI X, 到 环 X, 上 的 一 个 满 同 态 ,kerf C I, B. 1 E X, 的 理 
想 ,对 于 X, 的 任 一 模糊 子 集 4, 则 : 

(1) f(R,(A)) € Rnn GO) (6.4) 

(2) f(R(A)) = Ry QC) ). (6.5) 

引 理 6.1.1 iE fX, X, EIRE , R EX, 中 给 定理 想 7 所 决定 的 完备 
同 余 关系 , 且 kexE LCD 18). = [f(x) 13,500 e Dl ef) e 
[f(x) lern 

证 明 (1) Vy ef(ix],)93a' e [r] f(x!) = yox -x' elf(x') = 
yof(x - x') = f(x) - f(x') = f(x) -y e AD =y e UG) das, 

Vy e {f(x) la, my - f(x) e f) ay e (D) +f(x) = fix) dx e 
x hy = f(x) e [z]y = fG0 € Kirle), WAL) ]e) = 
V OSME 

(2)x' e [x], f(x) e rle) = E) le BZS) e [f(x) as, 
= f([x],) > 3x" e [xz], f) = fnm Da, = ale A) - fo) = 
f(x! — x") = 05x' - x" e kerf C I5x' e [x"], = [z], MERAC BT. 

398 6.1.2 d f.X, o X, 是 环 的 单 同 态 ,7 是 已 的 理想 ,4 是 的 非 空子 
集 , 则 
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f(R,(A)) = Ren (f(4)). (6.6) 
证 明 Vy eR (/(A))=y e yle, € (A) S> 3x e A f(x) = y, B5] 
理 6.1.1 得 [yja = [fx) lre = f( lz], € FCA) 是 单 射 有 
[x], € 49x e R,(A)=y = f(x) e f(R,(A)). 
反之 ,VY e f(R,(A))= Jx € R,CA) ,f(x) = yox], CA,H3[3 6.1.1 
可 得 


Fale) = [Kxz)]w = Url € f(A)=y € Ron f(A). 

综 上 所 述 知 f(R(4)) = Ry UD). 

定理 6.1.5 BAX — X, 是 环 的 满 同 态 ,R, 是 由 的 理想 1 决定 的 完备 同 
余 关系 ,4 是 的 子 集 且 kerf C 1 C 4, 则 : 

(1)4 是 的 上 粗 子 环 (理想 ) esf (A) E X, 的 上 粗 子 环 (理想 ) ; 

(2)f 是 单 射 时 ,4 是 X, 的 下 粗 子 环 (理想 ) esf CA) 是 X, 的 下 粗 子 环 (理想 ). 

证 明 (1) 由 /:X, X, 是 环 的 满 同 态 ,ketf C 1 C A, RR, CA) E: X, j T 
(理想 ) ef R, CA) ) 是 X, 的 子 环 ,又 由 定理 6.1.2,f(R,(4)) = Ri (f(4)), 故 4 
EX, 的 上 粗 子 环 Əf( A) E X, 的 上 粗 子 环 . 同 理 证 上 粗 理想 情况 . 

(2) Vx e kerf2f(x) 20, Yx’ e [x]; >x -x e IGASf(x'-x) = f(x") 
- f(x) = f(x') e AD GAA), 

/是 单 射 可 得 x'e A MT, CA, BI x e Ri(4) ,得 kexf C R,CA). 8338 
6.12, f/(R(A)) = Ron (CD) BECA J& X, THER SNA) Ë X, 的 下 粗 子 
环 . 同 理 证 下 粗 理想 情况 . 

定义 6.1.2 设 丸 是 环 忒 上 的 一 个 同 余 关系 , 世 的 模糊 子 集 4 称 为 工 的 一 
模糊 上 粗 子 环 ( 理想) ,如 果 R(4) 是 存 的 模糊 子 环 (理想 ).X 的 模糊 子 集 4 称 为 
X 的 一 个 模糊 下 粗 子 环 ( 理想 ) ,如 果 R(4) 是 X 的 模糊 子 环 (理想 ). 工 的 模糊 子 
集 4 称 为 X 的 一 个 模糊 粗糙 子 环 (理想 ) ,如 果 R(4) 与 R(4) 均 是 的 模糊 子 环 
(理想 ). | 

定理 6.1.6 设 员 是 由 环 不 上 给 定 的 理想 7 所 决定 的 一 个 完备 的 同 余 关系 ， 
A 是 环 开 的 任 一 模糊 子 环 (理想 ) , 则 4 是 X 的 模糊 粗糙 子 环 ( 理想 ) , 即 Ri(4) 与 
RA) 均 是 X 的 模糊 子 环 (理想 ). 

证 明 由 4 是 的 模糊 子 环 知 , YA e [0,1],4, ,4, 是 X 的 子 环 ,由 定理 
5.2.1 8 RE RA), R,(A,) Æ X BUT TR, 再 由 引 理 4.2.1 知 (Ri(4)),( = 
RA) 与 (R(4)),( = R,(A,)) 都 是 X 的 子 环 ,由 模糊 集 的 分 解 定理 及 模糊 
子 环 的 性 质 知 R(4) 与 Ri(4) 均 是 区 的 模糊 子 环 , 即 4 是 并 的 模糊 粗糙 子 环 . 同 
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理 可 证 模糊 粗糙 理想 . 

定理 6.1.7 Wf: X, X, 是 环 的 满 同 态 ,R, J: X, 中 给 定理 想 1 所 决定 的 
完备 同 余 关 系 , 且 kerf C7. 车 8 是 X, 的 模糊 粗糙 子 环 (理想 ) W (B) E X, B 
模糊 粗糙 子 环 ( 理想 ). 

证 明 Vx,y e Xi,R(f'(B)) (x - y) =. nf DG -y) 


V | B(f(x' - y')) = V B(f(x') - f()) 


sy eix-y) fo «f eG) - foo gg 
= Ran (B)(/(x) - fO) = Ra (B) (f(x)) A Ri, D/fG) 
由 此 ,可 得 
RC ())( - y) > Ra G)) (0 AR( 广 (B))(7)， 
同 理 , Vx,y e X, RC (B)) (xy) = Xn (B) E 


= M í BUGUYD) = V B(/(x')f(y')) 


a'y'e [ay TRAA EOSO agg, 
= Ran (B)(/(x)f(y)) > Ry, (B) (GO) A Ry (B) (GO) 
由 此 ,可 得 
R,(f'(B))(zy) > (Ri( 广 (B))(z)) A OGGI G2) 0) 
故 广 (8) 是 X, 的 模糊 粗糙 子 环 . 同 理 证 模糊 粗糙 理想 情况 . 
定理 6.1.8 设 /:X, ，X, 是 环 的 同 态 ,R, 是, 中 给 定理 想 1 所 决定 的 完备 
同 余 关系 且 kerf C 1. 
(1) 若 / 是 满 射 ,4 R X, 的 模糊 上 粗 子 环 (理想 ) MU CA) E X, 的 模糊 上 粗 
子 环 (理想 ) ; 
(2) 若 f 是 单 射 ,4 是 X, 的 模糊 下 粗 子 环 (理想 ) , 则 /(4) E X, 的 模糊 下 粗 
子 环 (理想 ). 
WEBA (1) Vx,y e X;, 3x,,y, e X fx) = x,f(yo) = y, 
Vx -y e [x -yle devo) = x fn) = y. 由 上 述 定理 ,扩张 
原理 及 引 理 6. 1. 1 可 得 ， 
Ren QD) (x 7 y) 
= N JAG -y') 


Y'eix-rlggy 


A(z) | 


Vo [aN 
x-Yeix-y]nga, AG) ef) -fG9 


A(x! — y! ) 
x'-y' = f( x= yo) [a [zo-Yola; ( ° Yo ) 
= V R A(x, 一 . 

voy! efi ( I ( 0 yo)) 


由 4 是 的 模糊 上 粗 子 环 , 则 
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Ra UD) (6 7) = CUL (RAGx))) A CY RAO) )) 


= Ran ACA) G)) A Ren (f(A) O2). 
同 理 , Vx,y € X; Ron (CA) ) ay) = (Ra (GA) (x)) A (Raon (f(A) (7)). 
故 f(4) J& X' 的 模糊 上 粗 子 环 . 同 理 证 模糊 上 粗 理想 情况 . 
(2) 当 / 是 单 射 时 ,由 引 理 6. 1. 2 直接 可 得 . 


$6.2. 环 中 关于 理想 同 余 的 粗糙 集 的 性 质 


下 面 讨论 环 中 关于 理想 同 余 的 粗糙 集 的 性 质 . 

设 (X, +, ,1) 是 环 ,7 是 天 的 给 定理 想 ,7 决定 下 上 的 一 个 完备 的 同 余 关 系 
R,, 称 为 理想 同 余 ,Y(a,b) e Rea -b e LIRA EXTR, DIEA ATF 
R, 的 下 近似 、 上 近似 为 

R(A) = Ix e Xl [x], S Al 
R(A) = lx e X|[x]4, n A Z 01 
称 Ri(4) = (Ri(4) RC ) X R, 的 粗糙 集 . 


者 1,J Æ X BJ RAE , 则 
InJ-ixeXixel,xeJ|, 
[+J = {x +x, |x, e lx, e Jl, 
IJ = ixix;|x, e Lx, e Jl, 
I: J= {Ix|x e X,x' e Jaxx e Il 


均 是 环 X 的 理想 . 由 这 些 理想 所 决定 的 同 余 关系 分 别 记 为 :Rn Rng Rus Res 
性 质 6.2.1 设 4 是 环 互 的 任意 子 集 , 若 1 了 是 环 X 的 理想 , 则 
(0) R, (A) 2 RD QR (A)) (6.7) 
(2) R,,,(4) € RA) CR(A)). (6.8) 
证 明 (1) Vx e RA) [x],, C A Vx' e XE x - x! el, Wx e AF 
是 ,车 -x e In JC IM s e Am [x], C Aor e Rin(4), 故 (4) C 
R, (A) FIER, CA) C RA). 
Q)Vx e Ri (A) [x], n A € ds e A, Hx -x' el JC 
I-[x), NA # Ox e R,(A)= R, (A) C RI) FIR, (A) C R,(A). 
推广 到 可 数 个 ,显然 有 下 述 结论 : 


MLG = 1,2,3,…) AER X MIAR, Ó 1, BERE IO FLA IER OON Ra, M 
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Vi, Rz (A) D R,(A),Rz, (A) C R,(A). 


性 质 6.2.2. 1,J 是 环 X 的 理想 ,4 是 XX 的 任意 子 集 , 则 
R, (A) C RA). (RA). 

证 阴 VxeR,(A)2[x]4,, C AA Vx' e X Ex-x' e I+ J,WJ] x' e A. 
XICI«J,JCIl«JoBNx' e X.#x-x' elC IE J,lWlbx' e A2 [x], S A2x 
€ R,CA) R, C4) c R,CA) ÆR, CA) € R,(A). 

性 质 6.2.3. 1,] Æ X WER, (A, +) E X BUR S , WJ 

Ri (À) = R,(A) + RICA). 

证 明 VxeRG)elx],,nA*0edzeAHx-z'el*J,X(A, +) 
R XUMRAOxreltJ-A-s(I*A4) + (J+A)e 3ye I+A,3z e J* A, 
x=y+ze Jy eA,y-y el,dz eA,z-z g J,x = y+ze[yla, ñ A 0, 
[z], Q As Ü,x = y+zey e RA) ze R,(A) x = y+ze@x e R(A) + R(A), 
HR, (A) = Ri(4) + R,(A). 

性 质 6.2.4. 1,] Æ X B) 3838 ,A J& X 093. FM. ELA Ə L,A 2 J, 则 

(1) R,(A) 2 RA) R,(A). 当 4 是 理想 时 

R,(A) = RA) RA). (6.9) 

(2) R (A) 2 R((A) R(A). (6. 10) 

证 明 (1) Vx e R((A) R(A) Bf 23y e R((A),3z e R(A),x = 
yz[y], NA Z 0,[z], Q A O,x = yxzody eA,y -y' e l, dz eA,z- 
z' e J,x = yy e [+ A,z 8 J + Á,x = yx = yz e (I + A)(J*A) = HJ + 
IA + AJ + AA,d 1,J Æ X BREH 4 是 半 子 环 可 得 ， 

IJ  IA- AJ 4 AAC IJ I JM AC IJ 4A-A*AGC IJ c ASx e IJ + A2 dx! 
e A,x - x e IJ=[x],, N A x Gx e R,CA) HRCA) 2 R,(A) R,(A). 
4 是 理想 时 ,有 (7+4)(J+4) = IJ + A, EXRBUE GEREBAT. , 故 
R,(A) = R,(A) R,(A). 

(2)V< e R,(À) R, (A) 时 之 3 了 7e h,(A), ize R,(A) ,x -ynX V x' e 
[x], | BH x — xe J, 3y el,3z' e J,x' —x = y'z'ox' = yz +y'z', y e 
R((A) C A,z e R (A) CA,Hyze AACA, X yz e IJ C IC A=x' = yz + y'z' 
e A+A C A [rl], S AƏz e R (A) RCA) 2 R,(A) R,(A). 

性 质 6.2.5 i A J& M X BP FR r 1,J ES X RER, DU 

(1) R,CA) = R, ,(A) (6.11) 

(2) RA) = R,,(A) (6.12) 


$A* HE RBRIE UEBER SIEHE RSS 155 


证 明 (1) 由 同 余 性 质 易 得 ,x -xz eleVyeJ,(x-x)yelex-x e 
I: J,Vx e R(A) eSlx), € Ae Vx' e X, Ex -x e171, 则 x’ e Ao Vx' e X, 
# x - x e JJ! e Ae[x]4, € Aex e R. (A) BEER) = RC). 
(2)Vx e R(A) e x]4, n A x Oe 3x e A,x - x' e le 3x e A, Vy € 
J,(x - x')y e lo 3s! e Aux - s! e E Jelx],,, n A v Ger e R, (A), 
RCA) = R,,(A). 
性 质 6.2.6 1L(i21,2,3,) Æ XMR, HI, CLCLC e. LB 
决定 的 同 余 关系 记 为 5,, 则 


(1) Rz (A) =N R,(A) (6.13) 


(2) Ri,(4) = Ú R,(A) (6.14) 


i=l i 


证 明  (1)Vxe R$ i (A) esl xlas, CAG Vx e X,Ex-x'e U LJ | 


e AO Vx e X, Vi ix-x' eL CU L,llix' e Ae V i,[x],, C Ac Vi,x Ee 
izl i 


R,(A)ex e Ñ R, (A) ,Ro (A) = RCA). 


(2)Yxe R; (A)e[x],s NA *0e6d4x e A,.x — x! e U Le ax e A, 

Ji,x -x'e Le» 3i,[x]4 nQAs*0edi,xe R,(4)ex cU R, (A) , 故 
RS.) = Ü R,(A). 

在 环 X 中 ,4,8 是 X 的 子 集 , 我 们 定义 4+8= la+b|a e A,be B|,AB = 
fab |a e A,b e B|. 我们 可 得 下 述 性 质 : 

性 质 6.2.7 设 4,B 是 环 XX 的 任意 子 集 ,/1 是 环 X 的 理想 , 则 

(1) R(A + B) = R(A) + RB) (6.15) 

(2) R,(À + B) = R(A) + R) (6. 16) 

证 明 (1) Vx e R(A* B)2xe [x], CA* B2adyeA,dz e B,x = 
y +z=[x], = ly +z], = [y] t [z], C A+ B. 假设 37 e [y], y € A.X. 
ze [z], z e B,My «ze [y]. + [z], y +z @ 4 *B,5S[y]4 + [2], S A 
+B JR. My) C 4, 同 理 [z]w C Bio = y +z e RI) + R,(B) ,从 而 

R,(A + B) G R,(A) + R,(B). 
RZ,Vx e R(A) +R (B)= dye RA), dz € R(CB) x - y * zx], 
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= [y +:], = [y], + [z],, CA + Box € R,(A + B). 

综 上 所 述 知 Ri(4 +B) = R,(A) + R,(B). 

(2) Vx e R(A « B)S[x],, N (A + B) # 02 3x' e A* Bx - x' e I 
YEy+x CI+A+B=(A+D +(B+D>=3yece A+1 3z e B+I,x = y 
+z> jy eA,y-y el, 3z'eB,z-z € [,x = y+z=[y],, NA * 9 ,[z],, 
NB#Ø,x=y+z=æx=y+ze R(A) * R(B) BRA +B) C RA) +R(B). 

反之 ,Yx e RA) +R (B)= 3y € RA), 3z e R,CB) ,x =y+z=[ yl. 
nAsO,[z], n B> 0@,x = y+zə= 3y' eA,y-y e I. 3z' e B,z —z' el, 
x =y+zəy-y +z-z e +I = l,y'+z e A+B,x = y+z=y +z e [x], 
N (A B)ox e R,(A + B). 

综 上 知 Ri(4 + B) = R() + RD). 

TERR 6.2.8 设 4,B M. X BJ EET 5E, E X 的 理想 , 则 

(1) R,(AB) = R,(A) R,( B) (6.17) 

(2) R,(AB) = R,(A) R,( B) (6.18) 

证 明  (1)Vx e R,( AB) >x € [x]5, C AB— jy e A,dz e B,x = 
yzə[x], = bUyzla, = [yl], [z], € 48, 假设 3y' e [y], y € AX e [z], 
ze B,ü yz e [y], |z], € AB,y'z e AB, FR, [y], € 4, 同 理 
[z], € B2x = yz e R,(A) R,(B)— R,(AB) c R,(A) R,CB). 

反之 ,Vx e R(A) R(B)S3y e R(A), 3z e RB) s = yzƏə[x],, = 
[yz], = [yl], [z], € ABo e R,(AB) , 综 上 所 述 知 R(4B) = R,(A) R,(B). 

(2)Vx e R,(AB) S 3x' € [x], D AB-3Jy'eA,3z'e B,x' = y'z',x - 
yz e I=x e I+yz CG I+AB =< (A+J)(B+D=— 3y e A+1,3: e B +1, 
x = yz dy" e A,y-y"e I, 3z' eB,z-z' el,x = yzə=[y], n A2 0,[z];, 
NA Z Ü,x = yr = yz & R,(A) R,CB). 

ERz.Vxe R(A) R(B),3y e R(A),3z e R(B),x = yz. 23y e 
[y], NA, 3z' e [z],, N B,x = yzəy'z' e [y], [z] ,, = [yz], yz e ABoy'z 
e [yz], N ABox = yz e R(AB) , 综 上 知 局 (4B) = R,(A) RB). 


II 


"I 


86.3 IOF WARE 5 1 89 38 8 


XX 6.3.1. 设 R, 是 由 环 X 的 理想 1 决定 的 完备 同 余 关 系 ,4 是 六 的 非 空 子 
集 , 若 R,(4)(R,(4)) 是 X 的 素 理想 , 称 4 是 X 的 下 (上 ) 粗 素 理想 ; 当 4 既 是 X 的 
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下 粗 素 理想 又 是 的 上 粗 素 理想 时 , 称 4 H X AREE. 

由 $5.3 中 的 结论 ,我 们 很 容易 地 可 以 得 到 以 下 结论 . 

定理 6.3.1 设 R, 是 由 环 玉 的 理想 /决定 的 完备 同 余 关系 ,4 是 X 的 素 理 想 ， 
RIR, (A), R (A) 均 是 的 素 理想 , 即 4 为 X 的 粗 素 理想 . 

推论 6.3.1 设 R 是 由 环 X 的 理想 /决定 的 完备 同 余 关系 ,4 是 的 素 理想 ， 
JUR, CA) /L,R,CA) /1 均 是 X/1 的 素 理想 . 

可 以 把 环 中 的 粗 素 理想 的 定义 推广 到 环 中 的 模糊 粗 素 理想 中 . 

定义 6.3.2” 设 RR 是 交换 环 X 中 给 定理 想 1 所 决定 的 完备 同 余 关 系 ,4 是 X 
的 模糊 子 集 , Vx,y e XX, 若 Ri(4) Gy). = Ri(4)(x) 或 R(4)(y) , 称 4 是 X 的 模 
糊 下 粗 素 理想 ; 若 R,(4) (xy). = RA) (x). RR (A) (y), $A E X DRR LHR 
理想 ;两 者 同时 满足 时 , 称 4 E X 的 模糊 粗 素 理想 . 

定理 6.3.2 ” 设 RR 是 交换 环 X 中 给 定理 想 1 所 决定 的 完备 同 余 关 系 , 若 4 是 
X 的 模糊 素 理想 , 则 4 是 的 模糊 粗 素 理想 . 

证 明 ”由 于 4 是 X 的 模糊 素 理 想 , 则 4,,4, 是 忒 的 素 理想 ,由 定理 6.3. 1 可 
ISR (AL) ,Ri(4,) 是 了 的 素 理想 ,再 由 引 理 4.2.1 知 (Ri(4)),,(Ri(4)), 是 X 
的 素 理想 , 故 R,(4) ,R, CA) 是 的 模糊 素 理想 , 即 4 是 X 的 模糊 粗 素 理想 . 

定理 6.3.3 ” 设 R 是 交换 环 XX 中 给 定理 想 1 所 决定 的 完备 同 余 关 系 ,4 是 X 
的 模糊 子 集 , 则 (1)4 是 的 模糊 下 粗 素 理想 e VA e [0,1] ,4, 是 X 的 下 粗 素 
理想 ;(2)4 是 了 的 模糊 上 粗 素 理想 YA e [0,1] ,4, 是 天 的 上 粗 素 理想 . 

证 明 (1) 由 引 理 4.2.1R(4,) = (Ri(4))，, 故 Ri(4) 是 X 的 模糊 素 理 想 
S(R(4)), ÈX HREN es Ri(4,) Æ X 的 素 理 想 . 

(2) 同 理 可 证 . 

显然 由 定理 6. 3. 3 可 得 下 述 推论 . 

推论 6.3.2. UR, 是 交换 环 X 中 给 定理 想 1 所 决定 的 完备 同 余 关 系 . 

(1) 车 4 是 站 的 模糊 粗 素 理想 , 则 XX, 是 的 粗 素 理 想 ; 

(2) 若 4 是 的 模糊 上 粗 素 理想 , 则 supp 是 X 的 上 粗 素 理想 . 

Km X, = {xe X|A(x) = A(0)1,SuppA = ix € X|A(x) > 0l. 

定理 6.3.4 BAX — X, 是 交换 环 的 满 同 态 ,R, 是 由 X, 的 理想 1 决定 的 完 
备 同 余 关系 ,4 EX, 的 子 集 且 kerf C 1 C 4, 则 : 

(1)4 E X, 的 上 粗 素 理想 ofA) E X, 的 上 粗 素 理想 ; 

(2) 当 f 是 单 射 时 ,4 E: X, 的 下 粗 素 理想 esf (A) Z: X, 的 下 粗 素 理想 . 

证 明 (1) (必要 性 ) HR,(A) EX, 的 素 理想 , 则 f( R,(4) ) 是 X, 的 素 理想 ， 


158 模糊 代数 与 粗糙 代数 


又 由 定理 6.1.2 知 /(R,(4)) = Ran QD) BC /( A) 是 X, 的 上 粗 素 理想 . 

(充分 性 ) 由 环 的 第 二 同 构 定理 知 ,R,(4) E X, 的 理想 . 

Var e X,,xx, e R,(A)=[xx,], ñ A # 0, H 313 6.1.1 得 
Uf Grm) Te, OKA) = Fm 14) OKA) 2G) le NA) # @=f(zx,z,) = 
fou MG) e Rea (f(A)) = FORD) , Ra ((A)) 是 素 理想 知 f(x.) e 
f(R,(A)) Rf). e f(R,(A)). 

H f(x.) e f(R(A)) BF, Jal e RD f(x.) = ffo) = fg) = 
f(x -x/) = 02x, - x/ € kef C Ix! e [x,]. X x/ € RD ,有 [za NA 
= Ø, Bix] NAZO, BE x, e RA) AEKA) e FCR, CA) ) 时 ,可 得 ze 
R,(4) ,所 以 R,(4) 是 X, 的 素 理想 . 

(2)( 必 要 性 )Vx e kerf2f(x) = 0, Vx' e [x],=x' -x e IC A 
f(x! Q x) = f(x) - f(x) = /(x') e fU) C OD f E & 81 T x e A, 8 
[x], C A, Bl x e R (A), kerf C R,(A). PVA /(R (A) ) X, 的 素 理想 . 

由 引 理 6.1.2, 从 而 可 得 f(4) 是 X, 的 下 粗 素 理想 . 

(充分 性 ) 由 环 的 第 二 同 构 定理 知 R( 4) E X, 的 理想 . 

Vx,,x, e X,,ux, € R,(4) S xix], € A2f([xi,]4) = Lf x) Iran 
SAAJA) = fi )f(x,) s Ran UD) ACA) 是 X, 的 下 粗 素 理想 及 由 引 
理 6.1.2 95 f8 f(x) e Rea (/(A)) = F(R (C) RA) e RUD). = 
LR,(4)), 由 /是 单 射 可 得 x，e RA) Rr e R(A), IERCA) J& X, 的 素 
理想 . u u B 

HRib6.3.3. UE fX, — X, 是 交换 环 的 满 同 态 ,R, 是 由 X, 的 理想 7 决定 的 完 
备 同 余 关系 ,4 E X, BJ E B kerf C 7 C 4, 则 

(1) RAI RE X I KREE e Ra (CD ) /fUD) Æ RAKD 的 素 理想 ; 

(2) SERS, R CA) /LRE X TIS ERU es Ru (CA) AD È X/A) 
的 素 理想 . 

证 明 ”由 定理 6.3.4 知 显然 成 立 . 

定理 6.3.5 AA, X, 是 交换 环 的 满 同 态 ,R, 是 X, 中 给 定理 想 1 所 决定 
的 完备 同 余 关 系 且 kerf C I, M: 

(1) # B E X, 的 模糊 粗 理 想 , 则 广 (B) E X, 的 模糊 粗 理想 ; 

(2) 若 8 是 总 的 模糊 粗 素 理想 , 则 广 (B) E X, 的 模糊 粗 素 理想 . 

证 明 CO Ys e XR OD) Gy) = V £'ODGOY) 
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= sy etarda, BOR vy) ) 7 yon € Konen BOGOfC y )) 
= Re (B)(f(x)/(y)) , 
H B E. X, 的 模糊 粗 理想 及 引 理 6. 1.1 SABER CA! (B) ) (xy) 
2RQQ(UB)GG)) = RO (00) (x) BR,(f 1 (B))(zy) = R (B)) (y). 
同 理 RQUO) Gy) > RG'G)G) H RG'G))G > 
Ri( 广 (8))(7) BECA! CB) E X, 的 模糊 粗 理想 . 
(2) 由 上 面 证 明 过 程 易 知 8 是 X, 的 模糊 粗 素 理想 时 ,/"'(B) E X, 的 模糊 粗 
素 理想 . 
定理 6.3.6 RS:X 一 XX, 是 交换 环 的 满 同 态 ,R, E X, 中 给 定理 想 1 所 决定 
的 完备 同 余 关 系 且 kerf C. 1, 则 : 
(1) dt A E X, 的 模糊 上 粗 理 想 , 则 所 4) E X, 的 模糊 上 粗 理想 ; 
(2) # A E X, 的 模糊 上 粗 素 理 想 , 则 /(4) Je X, 的 模糊 上 粗 素 理想 . 
证 明 (1)Vx,y e X,, dxo,yo E X,f(x,) = x,f(yo) = v. 
Yay’ e [xy], e Fayo fo). = x fO) = y'. 由 上 近似 定义 扩张 原 
y & 5138 6. 1. 1 可 得 ， 
Ryo (FCA) ) (xy) 
= V f) y) 


yy'el»lagn 


V [ V AG) ) 
syyeylag, AG) efGpfop 


= MEMEICUM 
xy ef(pr) À oroe [5070] e, 


= V  (RA(xy;)). 


xy = f( xo y) 


由 4 É X, 的 模糊 上 粗 理想 , 则 Rw (f(A)) G9) m, V. (RAG(x)) = 


Ran (f(A) (z) RR, GOD) G9) > V. (RAG(yO) = R, (A) G0) CC) 
E X, 的 模糊 上 粗 理想 . 


(2) 由 上 述 证 明 过 程 易 知 若 4 E X, 的 模糊 上 粗 素 理想 , 则 败 4) 是 X, 的 模 
糊 上 粗 素 理想 . 


$6.4 环 中 的 粗 极 大 理想 与 模糊 粗 极 大 理想 


定义 6.4.1 设 4 是 环 X 的 模糊 理想 , 若 Supp4 是 下 的 极 大 理想 , 则 称 4 是 
的 模糊 极 大 理想 . (其 中 SuppA = |x e X|A(x) > 01) 
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由 粗糙 集 的 性 质 Ri(4) C A C R,(4) 知 ,车 R,(4) 是 极 大 理想 , 则 A,R (A) 
一 定 是 极 大 理想 ;但 Ri(4) 是 极 大 理想 时 ,Ri(4) ,4 不 一 定 是 极 大 理想 . 故 定义 
粗 极 大 理想 如 下 . 

X642 设 R, 是 由 环 X 的 理想 1 决定 的 完备 同 余 关系 ,4 是 X 的 非 空 子 
集 ,R,(4) 是 的 极 大 理想 , 称 4 是 X 的 粗 极 大 理想 

由 粗糙 集 的 性 质 有 下 述 的 结论 . 

定理 6.4.1 iË R, 是 由 环 蕊 的 理想 /决定 的 完备 同 余 关 系 ,4, 有 是 无 的 理 


Gt 


(1) 若 4 是 X 的 粗 极 大 理想 且 4 C 8B, 则 8 是 X 的 粗 极 大 理想 ; 
(2) FAN 8 是 X 的 粗 极 大 理想 , 则 4,8B 的 上 粗 理想 的 交 是 的 粗 极 大 理 


(3) 车 4B 是 的 粗 极 大 理想 , 则 4,B,4 N B 均 是 X 的 粗 极 大 理想 . 

证 明 ”已 知 4,B 是 的 理想 , 则 4,B 是 X 的 上 粗 理想 . 

(1) 由 4 C B 可 得 局 (4) C Ri/(B), 又 4 是 X 的 粗 极 大 理想 , 故 Ri(A) = 
R,(B) ,所 以 B 是 X 的 粗 极 大 理想 . 

(2) EAR, (AN B) C Ri(4) N R,(B) ,由 理想 的 性 质 知 Ri(4) m R,( B) 是 
理想 ,由 4 BEX HRKI, TIER (AN B) = RA) nN R,(B) , 故 4,B 的 
上 粗 理想 的 交 是 粗 极 大 理想 . 

(3) 由 4,B Æ X WM, NAB C A,AB C B,AB CANB, 故 R,(4B) C 
RA) ,R(AB) C RB) ,R,(AB) C R(A N B) ,由 理想 性 质 知 4,8,4 N B 都 是 
上 粗 理想 ,又 由 AB 是 XX 的 粗 极 大 理想 ,可 得 4,B,4 B 都 是 粗 极 大 理想 . 

环 中 的 粗 极 大 理想 的 定义 很 容易 推广 到 环 中 的 模糊 粗 极 大 理想 . 

定义 6.4.3” 设 RR 是 由 环 X 的 理想 1 决定 的 完备 同 余 关 系 ,4 是 X 的 模糊 子 
dk ERA) 是 的 模糊 极 大 理想 , 则 称 A 是 XX 的 模糊 粗 极 大 理想 中 . 

定理 6.4.2 ” 设 RR 是 由 环 的 理想 1 决定 的 完备 同 余 关 系 , 若 4 是 X 的 模 
糊 极 大 理想 , 则 4 E X 的 模糊 粗 极 大 理想 . 

证 明 4 是 X 的 模糊 理想 , R (A) 是 下 的 模糊 理想 , 又 R(4) Ə A, Ë 
Supp(R,(A)) 2 Supp(4) ,由 A 是 模糊 极 大 理想 知 SuppA 是 下 的 极 大 理想 , 故 
Supp(R,(A) ) 是 模糊 极 大 理想 , 即 R,(4) 是 的 模糊 极 大 理想 . 

引 理 6.4.1 RA, BEIR X WERTER, YA e [0,1], 则 : 

(1)4,B, = (AB),; 

(2)A, + B, = (A + B),- 

特殊 地 有 SuppASuppB = Supp(AB) ;SuppA + SuppB = Supp(A + B). 
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证 明 (1)Yx e AB,e 3y e A,,A(y) >A3ze B,,B(z) > Aux = 
yzes4B(z) = V ((A)(y) A BG)) > Aex e (AB), 

(2) 同 理 可 证 

由 引 理 4.2.1 知 , 设 R, 是 由 环 的 理想 1 决定 的 完备 同 余 关系 ,4 是 X 的 模 
糊 子 集 , 则 (R(4))，= R,(A,) ,特殊 地 有 Supp( R,(A)) = R,(SuppA). 

定理 6.4.3 设 届 ,是 由 环 不 的 理想 17 决定 的 完备 同 余 关 系 ,4 是 环 世 的 模糊 
理想 , 若 4,(A e [0,1]) 是 X 的 粗 极 大 理想 , 则 4 是 天 的 模糊 粗 极 大 理想 . 

证 明 ”显然 4 C Supp4, 由 粗糙 集 的 性 质 , AR (A). C Ri(Supp4) = 
Supp(R,( A) ) ,显然 Supp(R,(A) ) 是 理想 , 又 4, 是 粗 极 大 理想 , 故 R,(4，) = 
Supp(R,(A) ) , Hl A 是 XX 的 模糊 粗 极 大 理想 . 

显然 定理 6.4.1 可 以 推广 到 模糊 集 

定理 6.4.4 ” 设 R, 是 由 环 X 的 理想 1 决定 的 完备 同 余 关系 ,4,B 是 X 的 模糊 
理想 . 

(1) 车 4 是 的 模糊 粗 极 大 理想 且 A C B,W| B 是 X 的 模糊 粗 极 大 理想 . 
(2) 车 4 n 8 是 X 的 模糊 粗 极 大 理想 , 则 ALB 的 模糊 上 粗 理想 的 交 是 X 的 
模糊 粗 极 大 理想 . 

(3) 若 4B 是 X 的 模糊 粗 极 大 理想 , 则 4,B8,4 8B8 均 是 X 的 模糊 粗 极 大 理想 . 

证 明 (1) (2) 显然 成 立 . 

(3) 由 4,B 是 X 的 模糊 理想 可 得 Supp4,SuppB Æ X 的 理想 ， 

故 SuppASuppB € Supp4 ,由 引 理 6.4.1 有 Supp(AB) G Supp4 ， 

JR (Supp(AB)) C R,( SuppA) ,由 此 ,Supp( 玉 (4B)) C Supp(R,(4)), 
从 而 可 得 4 是 X 的 模糊 粗 极 大 理想 . 

同 理 可 得 B,4 Q B 是 X 的 模糊 粗 极 大 理想 . 

下 面 讨论 同 态 问题 . 

定理 6.4.5 ” 设 / 是 环 X 到 环 Y 的 一 个 满 同 态 ,R, 是 由 X 的 理想 1 决定 的 完 
备 同 余 关 系 , 且 kerf C 1,4 是 X 的 子 集 且 kesf C R,CA) , 则 4 是 X 的 粗 极 大 理想 
ofA) 是 了 的 粗 极 大 理想 . 

证 明 (必要 性 ) 由 环 的 第 二 同 构 定理 , 若 4 是 X 的 粗 理想 , 则 /(4) 是 了 的 
粗 理想 . Bum Yd AG /(B) f(R(D) = R,(f(4)), 则 理想 8 了 
R,(A) ,与 4 是 粗 极 大 理想 矛盾 , 故 f(4) 是 了 的 粗 极 大 理想 

(充分 性 ) 类 似 上 面 的 方法 ,显然 反之 也 成 立 

引 理 6.4.2” 设 /是 环 Xx 到 环 了 的 一 个 满 同 态 ,4 是 的 模糊 子 集 , 则 f(4,) 
= (UA), ,特殊 地 有 f(Supp4) = Supp(/(4)). 
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证 明 Vyef(A)e 3r e AG) > AJ(G) = yef(A)(y) = V AQ) 
> Aey e (D) MICA) = OD). 

2386.4.6 设 / 是 环 X 到 环 Y 的 一 个 满 同 态 ,R, 是 由 的 理想 1 决定 的 完 
备 同 余 关 系 , 且 ker C 1,4 是 X 的 模糊 子 集 且 kerf C Supp(R,(4)), 则 4 是 X 的 
模糊 粗 极 大 理想 ef(4) 是 了 的 模糊 粗 极 大 理想 . 

证 明 (必要 性 ) HR,(A) 是 的 模糊 理想 , 则 f(R,(4)) = Rn OD) 是 
Y 的 模糊 理想 . 假设 存在 了 的 模糊 理想 f( B) ,Suppf( B) 2 Supp( Ri(f(4))), 由 
引 理 6.4.2, 则 f(Supp8) D f(Supp( Ri,(4))), 由 环 的 第 二 同 构 定 理 ,SuppB D 
Supp(R,( A) ) ,与 4 是 X 的 模糊 粗 极 大 理想 矛盾 , 故 与 (4) 是 Y 的 模糊 粗 极 大 理 
想 矛 盾 . 

(充分 性 ) 类 似 上 面 证 法 ,显然 ,反之 也 成 立 . 
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